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NOTATIONS.
(i) Dans toute la suite on note X un ensemble et P(X) ’ensemble de ses parties.

(i) (a,b) = Ja;b]

1 Théorie de la mesure

1.1 Mesures extérieures et ensembles mesurables

Intuitivement, une mesure extérieure est une application de P(X) dans [0;+o0] et qui satisfait deux régles

« raisonnables » .

DEFINITION 1.1 (Mesure extérieure). Une application p: P(X) — [0;400] est une mesure extérieure si

(i) p(2) =0,

+oo —+oo
(ii) pour toute famille {A;}; > C P(X) et A C U Ay, alors, p(A) < Zu(Ak).
k=1 k=1

Autre définition possible :
(i) u(2) =0,
(ii) p est croissante : A C B = p(A) < u(B),
+o0 —+o0
(iii) p est sous-additive : p ( U En> < Y u(Ey).
k=1 k=1
La différence essentielle d’une mesure extérieure par rapport a une mesure est qu’on ne demande par a ce qu’il ait

égalité dans (iii) si les E,, sont deux a deux disjoints.
DEFINITION 1.2 (Ensemble y-mesurable). On dit que A est p-mesurable, noté A € A, si pour tout B € P(X),

on a
w(B) =pu(BNA)+u(B\A). «découpe de masse »

A B

FIGURE 1 — B=(BNA)U(B\ 4)

THEOREME 1.1 (Propriétés des ensembles mesurables). Soit u: P(X) — [0;+00] une mesure exté-
rieure.

(i) Ac A, <= X\AcA,

(i) @, X € Ay,

(111) Sip(A) =0 alors Ae A,

(iv) Pour tout C' € P(X), la restriction prc(A) det w(ANC) est une mesure extérieure et

AcA, = AcA,, ..

THEOREME 1.2 (Structure de A,). Soit {A;}{>5 C A,. Alors,

+o00 +oo
(i) U A et (| Ax sont p-mesurables.
k=1 k=1



(ii) Siles {Ax}{25 sont disjoints alors,
“+oo
(U Ak) Z,u (Ak).
k=1

(iwi) Si Ay C Agy1 pour tout k > 1, alors

kEI—ll-loo'UJ Ak <U Ak)

(iv) Si Ap11 C Ay pour tout k > 1, alors

s 1= ()

1.2 Systémes d'ensembles et o-algébres

DEFINITION 1.3 (Tribu / o-algébre). Une famille d’ensembles A C P(X) est une o-algébre si
(i) 9,X € A,
(i) Ac A <<= X\AcA (stabilité par passage au complémentaire),

(iii) Pour {A;};2] C A alors U Aj € A (stabilité par union dénombrable).
k=1

REMARQUE 1.1. On en déduit que

+oo
ﬂ Ay, € A (stabilité par intersection dénombrable)
k=1

si {425 cA

THEOREME 1.3. Pour pi: P(X) — [0;+400] une mesure extérieure, on a que A, est une o-algébre.

LEMME 1.1. Si Ay, As sont des o-algebres alors Ay N Ay est une o-algébre.
DEFINITION 1.4 (Tribu / o-algébre engendrée par une famille). Si ¢ C P(X) on définit
a(C) o m {A|C C Aet A est une o-algebre}.
A
REMARQUE 1.2. ¢(C) est la plus petite o-algébre qui contient C.

DEFINITION 1.5 (Tribu borélienne). On définit la ¢ribu borélienne

B(Rd) =0(0) ouOC P(Rd) sont les ouverts.

PROPOSITION 1.1 (Générateurs de B(R?)). La tribu B(R?) peut étre alternativement générée par les
familles suivantes

(i) {(a;b)|a,beR},
(it) {(a;d)|a,be Q},
(iti) {(—o0;c) |ce R},
(iv) {(c;+o0) | c € R}.

DEFINITION 1.6 (7w-systéme, A-systéme).



— Une collection P C P(X) est un w-systéme si :

VA, Be P,ANBeP.

— Une collection £ C P(X) est un A-systéme si :
(i) X € L,
(ii) si A, B tels que B C A, alors A\ B e L,

+oo
iii) si {Ax > C £ croissante, alors AL e L.
k=1 o

THEOREME 1.4 (Théoréme 7-A (Théoréme de classe monotone)). Si P est un w-systéme et L un
A-systeme tel que P C L, alors o(P) C L.

DEFINITION 1.7 (Mesures extérieures de BOREL). La mesure extérieure y: P(Rd) — [0;+00] est dite de
BOREL si B(R?) C A,,.

« BOREL = o-algébre engendrée par les ouverts», « On peut donner une valeur avec p & tous les ouverts».

PROPOSITION 1.2 (Critére de coincidence). Soient u,v des mesures extérieures de BOREL telles que

d
w(R) = v(R) pour tout R € { ITla:i;b:] | ai,b; € RU {ioo}} Alors, p=wv.
i=1

1.3 Propriétés des mesures extérieures de BOREL
THEOREME 1.5 (Critére de CARATHEODORY). Une mesure extérieure (i est BOREL si et seulement si

#(AU B) = u(A) + u(B),

deés lors que dist(A, B) e inf{|a —b| | a € A,b € B} est strictement positive.

DEFINITION 1.8 (Mesures de BOREL réguliéres et de RADON). Une mesure extérieure p est BOREL réguliére
si pour tout A C R%, il existe B € B(R?) tel que A C B et pu(A) = u(B). Si de plus pu(K) < +oo pour tout K
compact, on dit que p est une mesure extérieure de RADON.

PROPOSITION 1.3 (Approximation topologique). Soient u une mesure de BOREL et B € B(Rd).
(a) Si p(B) < +oo, pour tout € > 0, il existe C. C B fermé tel que p(B\ C:) <e.
(b) Si p est une mesure de RADON, pour tout € > 0, il existe U. D B ouvert tel que /J(UE \B) <e.

Une union dénombrable d’un fermé peut étre un ouvert.
THEOREME 1.6 (Régularité des mesures de RADON). Si i1 est une mesure de RADON et A € A,,, alors :
(i) w est intérieurement réquliere i.e. :
p(A) = sup{ pu(K) ’ K C A compact},
(i1) 1 est extérieurement réguliére i.e. :

u(A) = inf{u(U) | U D A ouvert}.

1.4 Mesures classiques et liens avec les mesures extérieures

DEFINITION 1.9 (Mesures et espaces mesurables). On dit que (X,.A) est un espace mesurable si A est une
o-algébre sur X.
On dit que p: A — [0; +00] est une mesure si



(i) u(2) =0,
(ii) si {Ax};2] C A disjoints, alors

+oo 400
1 (U Ak:) = u(Ap).
k=1 k=1

THEOREME 1.7 (Restriction d’une mesure extérieure). Si u*: P(X) — [0;+00] est une mesure exté-
rieure alors p*: A« — [0;400] est une mesure.

PROPOSITION 1.4. A, est une o-algébre.

THEOREME 1.8 (Extension de LEBESGUE). Si pu: A — [0; +00] est une mesure, alors

“+oo
pr(A) = inf{zumk)

k=1

+oo
{AicAetAc | Ak}

k=1

est une mesure extérieure.
Par ailleurs,

A = Ay

i.e. les mesurables pour p* sont exactement les ensembles de la forme BUN ou B € A et N est négligeable.

Tribu complétée : tribu complétée par les négligeables pour p.

1.5 Mesure de LEBESGUE, ensembles non-mesurables, mesures de HAUSDORFF

DEFINITION 1.10 (Mesure de LEBESGUE). Pour A € R?, on définit

+oo d +oo d
2« inf{ZHm —a| |Ac ]I (a;;;b;;)}.
k=11i=1 k=11=1

PROPOSITION 1.5 (Propriétés de .£%).
(i) £ est une mesure extérieure.
(ii) £? est BOREL.

(iii) L% est BOREL réguliére, i.e. pour tout A € P(Rd), il existe B € B(Rd) tel que A C B et L4A) =
Z4B).

(iv) L4 est l'unique mesure telle que

(v) Si T est une isométrie affine, alors

ZLYT(A)) = LYA).
Les boréliens sont générés par des pavés (dans RY).

PROPOSITION 1.6 (Existence de non-mesurables).
— Dans zF, tous les sous-ensembles de R sont BOREL.

— Dans zFc, il existe des ensembles qui ne sont pas L' -mesurables.



THEOREME 1.9 (BANACH-TARSKI). Soit B C R? la boule unité.

n
Alors, il existe {B1 p}}_, et {Bar}ti_, tels que B= |J B1xUBay et il existe une isométrie affine T telle que

U Bl k etB U Bg7k>.

k=1

DEFINITION 1.11 (Ensemble de CANTOR). On définit la suite d’ensembles {C), },/°] par

Cn+1 = T(Cn) = Tl(Cn) U TQ(Cn),
Co =1[0;1]

ou

T [051] — [051/5] . [051] — [2/3;1]
T Tf3 T 234 2f3

On remarque que C,41 C C), pour tout n > 1.
On définit 'ensemble de CANTOR C' C [0; 1] par

+oo
C=()Cn
n=1
REMARQUE 1.3.

27’1
— Cp = U Cp i ou diam(C,, i) = 37"

on

— 210, < Z diam(Cy 1) < (2)" ——— 0.

n—-4oo
Par theoreme du cours

ZYC) = lim £YC,) =0.

n—-+oo

PROPOSITION 1.7 (Ensemble de CANTOR).
— 1l existe une bijection de C' dans [0;1].
— C est compact d’intérieur vide, i.e. il n’existe aucune boule ouverte B telle que B C C.

— C ne contient pas de points isolés, i.e.

Vo € C,3(z,) C C telle que x,, — x et z,, # .

PROPOSITION 1.8. Fzistence de £*-mesurable, non BOREL

— On définit f:x € [0;1] = z + c(x) € [0;2]. La fonction f est continue et strictement croissante, donc
imjective.

— Z£(f(0)) =1.

DEFINITION 1.12 (Mesure de HAUSDORFF). Pour s € [0;+0) et S € (0;+00), on définit

+oo
H3(A) % mf{z %diam(ck)s

k=1

+oo

Ac | G, diam(Cy) < 5}
k=1

oll o une constante de renormalisation telle que og = £ (B(O7 1))

REMARQUE 1.4. Si 01 < 0y alors Hj (A) > Hj, (A).
On définit H*(A) = lim H3(A) = sup H3(A).
§—0t 6>0



THEOREME 1.10 (Structure de H?). Pour tout s € [0;+00), H® est une mesure extérieure BOREL régquliére.

(i) H° est la mesure de comptage.
(i) H? = £ sid=s.
(iti) H*(AA) = X1 (A) et H*(T(A)) = H*(A) pour toute isométrie affine T.

REMARQUE 1.5.

LEMME 1.2. Si 0 < s,t < +00 avec s < t, alors
— si H*(A) < 400 alors H!(A) =0,
— si H'(A) > 0 alors H*(A) = +oo.

DEFINITION 1.13 (Dimension de HAUSDORFF).

dimy(A) < inf{s € [0;+00) | H*(4) = 0}
def

= sup{t € [0;400) | H'(A) = o0}

REMARQUE 1.6. Pour calculer dimy(A) on cherche un s € [0;400) tel que

0 <H*(A) < +oo.

THEOREME 1.11 (Caractérisation de dimy pour les ensembles auto-similaires). Si Si, ..

des similitudes de rapports r1,...,r,, et si C' est un ensemble tel que
m
c=|]Jsi(0)

m
alors, s = dimy (C) si et seulement si > rf = 1.
i=1

COROLLAIRE 1.1. Si C est l’ensemble de CANTOR, dimy (C) = 2%.

2 Fonction mesurables et intégrale de LEBESGUE

2.1 Fonctions mesurables et leurs propriétés

DEFINITION 2.1 (Fonction mesurable).
— On dit que f: R* — R est BOREL mesurable si

f7HU) € B(RY)
pour tout ouvert U € O(R).

.Sy sont

— Si on considére une mesure p: P(R?) — [0;400] on dit que f: R* — R est p-mesurable : f~*(U) € A, pour

tout U € O(R).
REMARQUE 2.1.
— Si f est continue, f est BOREL.
— Si Ae A,, alors 14 est mesurable.
— Si p est BOREL (i.e. B(R?) C A,,) alors, si f est BOREL, alors f est y-mesurable.

PROPOSITION 2.1 (Caractérisation de la mesurabilité).

— Une fonction f: R* — R est p-mesurable si et seulement si

f71(B) e A,



ot B € B(R).

— De maniére équivalente, on a que f est pu-mesurable si et seulement si
FH(=0050) € Ay
pour ¢ € R.

DEFINITION 2.2 (Concepts de limites inf et sup). Etant donné une suite réelle (a,),>1 C R, on définit

. def . .
liminfa,, = lim inf a
n—-+oo n—+oo k>n

. def . .
limsupa, = lim supag
n—+00 n—=+00 p>n

REMARQUE 2.2.
liminf = limsup <= (a,,) converge

THEOREME 2.1 (Stabilité des fonctions mesurables).

(i) Si f,g:RY — [~o00;+00] sont u-mesurables alors les fonctions
(fr9) f+g fg f/g min{f,g} max{f g} [f]

sont p-mesurables (g # 0 pour f/g).
(11) De méme si (fn)n>1 suite de fonctions p-mesurables alors

inf f, supf, liminff, limsup f,
nzl n>1 n—+00 n—+00

sont p-mesurables.

REMARQUE 2.3. inf f,: 2 € RY — inf f, ()
n=1 n>1

REMARQUE 2.4. Si f,g: R — R sont g-mesurables, alors f o g n’est pas forcément p-mesurable. Par contre, si f,
g sont BOREL alors f o g est BOREL. En effet (fog) }(B) =g o f~}(B).
En revanche si f est BOREL et g est py-mesurable alors f o g est y-mesurable.

DEFINITION 2.3 (Fonctions simples). On dit que f: RY — [~00; 4+00] que 'on suppose j-mesurable est simple

si .
f=2 ala,
k=1
ou {ak}z;’ol € [—o0;+o0] et {Ak};;"i‘ C A,

THEOREME 2.2 (Décomposition des fonctions mesurables). Si f: R? — [0;+0o0] est u-mesurable, alors
il existe {A}25 C A et {ar}f25 C [0;+00] tels que

—+oo n
= E arly, = lim g arlay, .
f ket A n—-+oo ket Ax
k=1 k=1

Notons que (f,) = (Z aklAk> est croissante.
k=1
2.2 Théorémes de LUSIN et ERGOROFF

THEOREME 2.3 (LUSIN). Soit i BOREL réguliére et f: RY — R une fonction pu-mesurable. Alors, pour tout
Ae A, tel que n(A) < 400, pour tout € > 0, il existe un compact K. C A tel que

(i) m(A\ Ke) <e,



(ii) f: K. — R est continue.

COROLLAIRE 2.1 (Approximation par les fonctions continues). Si f: R? — R et p-mesurable pour u
BOREL réguliere, si A € A, tel que u(A) < +oo et e >0, alors il existe f.: R — R continue telle que

p({ea| f@) # L@)}) <e

DEFINITION 2.4 (Propriété valant p-presque partout). On dit qu'une propriété logique sur X vaut p-p.p.
§’il existe un ensemble A € A, tel que la propriété vaut sur A et u(X \ A) = 0.
DEFINITION 2.5 (Convergence u-p.p.). On dit que (f,)n>1: R? — R converge p-p.p. vers f: R? — R si

u({x € Atq. fule) f(a:)}) —0.

THEOREME 2.4 (ERGOROFF). Si 1 est une mesure sur R et (f,)n>1 mu-mesurables telles que
fo— f p-p.p. dans A€ A,

ot pu(A) < +oo.
Alors, pour tout € > 0 il existe B, € A, tel que

(i) n(A\ Be) <k,
(i1) fn — f uniformément sur Be.

REMARQUE 2.5. On ne peut pas prendre ¢ = 0 dans le théoréme d’ERGOROFF.
Regarder par exemple f,(x) = 2™ sur (0;1) avec u = ffi[o "t

Clairement f,(x) — 0 pour z € [0;1).

On peut montrer que si B C (0;1) est tel que

ng[o;u ([0;1]\ B) =0,

alors sup | fp(z) — 0] = 1.
zeB

2.3 Intégrale de LEBESGUE et théorémes limites

DEFINITION 2.6 (Intégrale des fonctions simples). Si f: RY — [0; +00] est u-mesurable et simple, i.e.

n
f= Z arla,,
k=1

on définit son intégrale de LEBESGUE par

[ rdn=> antan
R k=1
ot agp(Ar) =0siar =0 et pu(Ay) = +oo.

LEMME 2.1 (Approximation simple). Si f: X — [0;+00] est u-mesurable, alors, il existe une suite (fr)n>1
de fonctions p-mesurables et simples telles que

(i) fn m I w-p-p.,
(11) (fn)n>1 est croissante et f, < f pour tout n > 1,

(111) les {Ar}}_, peuvent étre choisis disjoints.

DEFINITION 2.7 (Intégrales de fonctions positives).



— Si f: X — [0;400] est p-mesurable, on définit son intégrale de LEBESGUE par
JX Jdp= sup{fX gdp ‘ fZ29p1pp.g simple}-

— Si f: X — [0;400], on dit que f est p-intégrable si [y fTdp < +ooou [ f~du < 4oo (f = fT—f7). Alors,

son intégrale de LEBESGUE est
j fdu=f f‘du—f S du.
X X X

Dans le cas ou [ |f| dw < +oo, on dit que f est p-sommable, noté £ (X, R; ).

PROPOSITION 2.2 (Propriétés des fonctions positives). Soient f,g: X — [0;400] p-mesurables et
E.Fed,.
(i) Si0< f<g p-pp. alors [ fdu < [y gdp.
(i) Si E CF, alors [, fdp < [, fdp.
(i) Si >0 alors [y afdp=afy fdu.
(iv) Si [, fdp =0 alors f =0 p-p.p..

LEMME 2.2 (Sur les fonctions simples). Soient g,h: X — [0;+00| deux fonctions simples et u-mesurables.

(i) Alors
o), — [0; +o0]

Vgt j
E+— | gdu
E

est une mesure.

(i) De plus, on a que [(g+h)dp= [y gdpu+ [y hdp.

THEOREME 2.5 (Convergence monotone). Soit (f,) une suite de fonctions p-mesurables positives telles
que

(i) lim fu(z) = f(z) p-p.p.,

n—-+oo
(i5) 0< f1 <+ < fo <+ pour p-presque-tout x € X .

Alors, on a

I wdp=| fdp
A [ pdn= [ ran

PROPOSITION 2.3 (Additivité de I'intégrale sur les fonctions positives). Si (fn)n>1 est une suite de
fonctions p-mesurables positives alors

fngnduzjxfndu.

PROPOSITION 2.4 (Linéarité pour les fonctions sommables). Soient f,g € LY(X,R;u) et o, 3 € R.
Alors (af + Bg) € LY (X, R;p) et [y(af +Bg)du=a [y fdu+ B [x gdp.

Par ailleurs, |/ fd,u| < [ |f] dp.

10



THEOREME 2.6 (Lemme de FATOU). Si (f,)n>1 est une suite de fonctions p-mesurables et positives, alors

f liminf f,, dp < lim inff fndp.
X n—+oo |y

n—-+oo

THEOREME 2.7 (Convergence dominée). Soient (f,,)n>1 une suite de fnoctions p-mesurables, g € L1 (X, R ; p)
telles que

(i) lim fo=[ p-pp-,

(ii) |fnl < g p-p.p..
Alors, on a que f € LY(X,R; ) et hr—? [x |f = fnl du = 0. En particulier, on a
n—-+0o0

lim f fnd,u:J fdu.
n—+oo Jy X

PROPOSITION 2.5 (Inégalité de TCHEBYCHEV et JENSEN). Soit f: X — [0;+00] pu-mesurable et pre-
nons p € [0;+00] et t > 0. Alors on a

1 P
el o) < 07

Si maintenant pu est une probabilité i.e. u(X) =1 et si p: R — R est conveze alors
@ (J fdu> <J po fdu.
X X

THEOREME 2.8 (Inégalité de HOLDER et MINKOWSKI). Soient f,g: X — [0;+o0] deux fontions u-
mesurables et p,q € [1;+00] tels que % + % =1 (exposants conjugués). Alors,

e ([ra)" ([,9)
(Jx(f t 9 d,u) " S (JX F dﬂ) N - (JX g d,u) N .

3 Théorie fonctionnelle de I’'intégration

et

3.1 Espaces LP(u)

Etant donné p € [1;+00), on s’intéresse & I'espace des fonctions

def

1/p
LP(u) = {f X >R f ’ f est u-mesurable et (J |f|pdu> < +oo}
X
ot X est un espace quelconque et pu: P(X) — [0;400].

DEFINITION 3.1 (Normes et semi-normes). Si X est un espace vectoriel, une application N: X — R est une
norme

(i) N(z+y) < N(z) + N(y),
(ii) N(Az) = [A| N (),
(iii) N(z) =0 <= z=0.

Si N satisfait (i) et (ii) et pas (iii), N est une semi-norme.

11



/

PROPOSITION 3.1. L’application | ® |zo(.y: f = LP(u) — ([ |f]P du)1 P est une semi-norme.

DEFINITION 3.2 (Egalité p-p.p.). On dit que f,g € £P(u) sont égales p-p.p. si

u({re X | @) #9@)}) =0

Ceci définit une relation d’équivalence sur £P (), noté ~,,.
DEFINITION 3.3 (Espaces L”(u)). On pose

LP(X, R r) € L7(X, R 1)/~
={lf1] fe L}
L’espace LP(u) est un espace vectoriel avec aff] 4+ Blg] = [af + Bg]-

PROPOSITION 3.2 (Structure normée). L’espace LP(u) est normé par | e |co(,) au sens ot on définit

def

H[f]HLP(M) = |f‘£”(u)

pour f € LP(u) qui représente [f].

REMARQUE 3.1. Si [f] € L?(u), on ne peut pas parler des propriétés de f partout, mais uniquement p-p.p..
DEFINITION 3.4 (Cas p = +00). Pour p = +o0, on définit [|e| ;) par

11l L int{n > 0| w({w € X | 1)) > u}) = 0}.

Caractérisation : ||f| e,y S M <= |f(z)] <M p-p.p..
Dans la suite, on abandonne la notation [f], et on notera f € LP(u) pour p € [1;400].

DEFINITION 3.5 (Espace L*(u)). On pose L>®(X,R; i) o

C’est un espace normé.

{f: X >R | [ est p-mesurable et || f||,~ < +o0}.

THEOREME 3.1 (Complétude). Pour p € [1;400] et toute mesure p: P(X) — [0;+00], I’espace

(LP(X’R; ﬂ)a ”.”LP(;L))

est un espace de BANACH, i.e. complet pour sa norme.

DEFINITION 3.6 (Espace séparable). On dit que (X, ||e]|y) est espace de BANACH est séparable s'il existe un
sous-ensemble D C X qui est dénombrable et dense.

Exemple : R est séparable avec Q C R.

On va montrer que LP (Rd, R; p) pour u une mesure de RADON et p € [1;400) est séparable.

LEMME 3.1 (Densité des fonction simples). La classe S, des fonctions simples pi-mesurables telles que

u({x e R? ‘ g(x) # 0}) < +o0
pour g € S, est dense dans LP ().
THEOREME 3.2 (Densité des fonctions continues). Pour p € [1;+00) et p: P(R?) — [0;+00] une
mesure de RADON, l’espace

€0 (Rd,R) = {f c¢’ (Rd,R) ‘ supp(f) C K pour K compact}
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ou supp(f) = {x € R? ’ flx) # 0} est dense dans LP (Rd,R;u),

THEOREME 3.3 (Séparabilité de LF(n)). Si pu: P(RY) — [0;+00] est RADON et p € [1;+00), alors
LP (Rd, R; u) est séparable.

RAPPEL. Si (X, ||0HX) est un espace de BANACH, on définit son dual X* comme étant I’ensemble des formes

o , - def
linéaires bornées ¢: X — R. En particulier, X* est un espace de BANACH avec [|¢]| y. = sup l“ﬂgfn)‘-
rzeX

THEOREME 3.4 (Dualité dans L?(u)). L’espace L?(u) est un espace de HILBERT pour le produit scalaire
frg€ L?(u) = fRd fgdu.
En particulier, on a que L*(u)* ~ L*(u) i.e. pour tout ¢ € L*(n)*, il existe g, € L?(p) telle que

o(f) = fw foodu Vf € L?(u).

THEOREME 3.5 (Dualité dans LP(u)). Sip: P(R%) — [0;+00] est de RADON et p € [1;+00), alors
LP(RY, Ry )" ~ LI (R, R; )

ot q € (1;400] est tel que %—l—%: 1.
Ainsi, pour ¢ € LP(u)*, il existe g, € L(p) telle que

o(f) = JRd fapdu Vf e LP(u).

3.2 Mesures signées et théoréme de LEBESGUE RADON—NIKODYM
Depuis le début, nous considérons des mesures de RADON positives mais nous pouvons tout a fait considérer des
mesures & valeurs négatives.
DEFINITION 3.7 (Mesures BOREL signées). On dit que v: B(R%) — (—o0;+0c] est une mesure signée si :
(i) v(2) =0,
(ii) pour toute suite {Bx};; C B(R?) disjointe, on a :

+oo +oo
v (U Bk) = v(By),

k=1 k=1

+o0 too
si cette valeur existe et dans la cas ou v ( U Bk) < +oo,ona y., |v(Bg)| < 4o0.
k=1 k=1

¢ ExeEMPLE (Mesures a densité). Etant donné y: B(Rd) — [0; +00] une mesure de RADON et f € L] (Rd, R; u),
alors v(B) = [ f dp est une mesure signée (v = f - ). O
DEFINITION 3.8 (Variation totale). Pour v: B(R?) — [—oco;+00] une mesure signée, on définit sa variation
totale par
+oo +oo
lv| (B) def sup{z |v(Bg)| | B= U B, (union disjointe), { By} >3 C B(RY) }
k=1 k=1
NOTATION. On notera Mo (R?) Iensemble des mesures signées BOREL de RADON, i.e. v(K) € (—o00;+00)
pour tout compact K et M(Rd) I’ensemble des mesures de RADON finies, i.e. |v| (Rd) < +o0.
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PROPOSITION 3.3. S1 v € M (Rd), alors |v| B(Rd) — [0;400] est une mesure de RADON classique.

REMARQUE 3.2. Pour z1,v € M(R?) en posant

(1 +v)(B) < u(B) + v(B)

def
(ap)(B) = au(B)
pour tout a € R et pour tout B € B (Rd) alors on peut munir M(Rd) d’une structure d’espace vectoriel.
REMARQUE 3.3. On note que |v|(B) > |v(B)|. Donc

vt (] +v)
U def%(ly‘—l/)

sont des mesures positives de RADON. On a alors

une décomposition par parties positives et négatives (JORDAN).

¢ ExXEMPLE. Etant donnée y: B(Rd) — [0;+00] de RADON et h € Li (Rd,]R; ,u,) on peut montrer que v =h - p

loc

telle que v(B) = [ hdu est une mesure signée de RADON ou |v| (B) = [4|h| dp. O
DEFINITION 3.9 (Absolue continuité et singularité).

— On dit que v est absolument continue par rapport a u, noté v < pu, si
W(B)=0 = |v|(B)=0.

— On dit que v est singuliére par rapport a u, noté v L pu, s’il existe B € B(Rd) telle que u(B) = 0 et
V] (Rd \ B) =0.

THEOREME 3.6 (Décomposition de LEBESGUE et RADON-NIKODYM). Si p: B(R?) — [0;+00] et
v: B(Rd) — [—00; +00] sont des mesures de RADON, alors

(i) il existe une unique paire v,., vy telles que
V="Vs+Vs (décomposition de LEBESGUE)

et Voe K et vg L p.

1

(ii) il existe une unique fonction f € Ly, (n) telle que

Vac = f -1 (décomposition de RADON-NIKODYM).

PROPOSITION 3.4 (Lien entre mesure et variation totale). Si v € M. (R?), alors il existe h € L (v)
telle que v =h - |v|.

Application 1 : On définit 'intégrale contre v € M, (Rd) par

f fdv j Fhdll.
Rd Rd

Application 2 : LP(u)* = L9(u) si p € Mioc(R?) et si p € [1;+00) ou I%—i— % =1 (u(R?) < +00). Prenons
p e LP(pu)*, ie.
p: f e LP(pn) = o(f) €R,

ol ¢ est linéaire et bornée.
On considére v: B € B(R?) — ¢(15). Alors,

—vE Mloc (Rd),
— v U
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3.3 Espace des mesures de RADON et théoréme de RIESZ

Dans le suite, nous allons étudier majoritairement I'espace M(R?) des mesures de RADON signées et finies.
PROPOSITION 3.5. M(R?) est un espace vectoriel normé avec ||p|| vy def || (RY).
Nous allons montrer que M (Rd) est un espace de BANACH, en notant que c’est le dual de

o0

% (RY) = (@O(®), ollyo)

THEOREME 3.7 (Représentation de RIESZ 1). Soit p: . (R?) — R linéaire et telle que sup{o(f) | || fll4o <

l,supp f C K < +oo} pour tout compact K. Alors, il existe u € Mo (]Rd) telle que

(go
o(f)y=1 fdu.
Rd

LEMME 3.2. Partition de l'unité. .

Si {Uk};25 € O(R?) sont ouverts et K C |J Uy compact, alors il existe des fonctions {&x}7_, telles que
k=1

(Z) gk € %CO(Rd);
(i) supp(&k) C Uy,

(i) > & =1 sur K.
k=1

On va construire « manuellement » la mesure p donnée par le théoréme de RIESZ.
On pose pour U ouvert de R?,

1o (U) = sup{p(£) | £ € €2 ). 0o < Lsupp(f) € U .

Remarque, par construction, ., (U) > 0.
Carsi f € €0 (Rd) supp(f) C U tel que o(f) < 0 alors o(—f) = —¢(f) < 0. Pour A C R? quelconque, on pose

Lo (A) o inf{p,(U) | A C U ouvert}.

PROPOSITION 3.6. 11,,: P(R?) — [0;+00] est une mesure de RADON.
On a montré que €2 (Rd)* ~ Mioc (Rd).

Mais, € (Rd) n’est pas un espace de BANACH.
DEFINITION 3.10 (Fonctions qui décroissent a 1’infini). On pose

%O(Rd) Lot {re %O(Rd) | Ve > 0,3K. compact t.q. |f(z)| <esize Rd\Ks}.

PROPOSITION 3.7. % (Rd) est un espace de BANACH qui coincide avec le complété de €2 (Rd).

THEOREME 3.8 (RIESZ 11). Si ¢: 6 (R?) — R est linéaire et bornée, dans le sens ou :
alors il existe u € M(Rd) telle que
o) = sau
Rd

De plus, ||l = [[pllpy < +o0.
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En particulier, (M(R?), ||o||1y) est un espace de BANACH.

3.4 Topologie faible-x des mesures de RADON

On a vu que (M (Rd)a ||'||TV) est un espace de BANACH. Or les BANACH ont peu de compacts au sens classique.
Notamment, un théoréme da a RiESz affirme que la boule unité d’'un HILBERT est compacte si et seulement si
I'espace est de dimension finie.

DEFINITION 3.11. On dit que (p,,) C M(Rd) converge faible-x vers u € M(Rd) si

[ gt [ ran vr e,
R4 R4

n—-+oo

notée p, —* u.

REMARQUE 3.4. Si K C R? est un compact, alors €°2(K) = 6o(K) = 6,(K) = ¢°(K). Alors €°(K)* ~ M(K).
THEOREME 3.9 (BANACH—ALAOGLU). Si (ty)n>1 C M(R?) telle que (||pinry) est bornée, alors, il

existe (Nnk)k>1 et p € M(R?) t.q.

n>1

‘_._\*
Koy b too 1%

En particulier, si (pun) C M(K) alors [ ¢ dpin, P [ du pour tout p € €°(K).
—+00

4 Théorie du transport optimal

DEFINITION 4.1 (Mesures de probabilité). On dit que p € M(Rd) est une mesure de probabilité si :
— u est positive,
— a(RY = 1.
On note alors 1 € P(R?). Pour K C R? compact, on écrit pn € P(K) si p € M(K) et p(K) =1
DEFINITION 4.2 (Mesure image). Si p € P(R?) et T: R? — R? j-mesurable, alors (B € B(R?))

v(B) " u(T7(B)) = Tyu(B)

définit une mesure de probabilité.

PROPOSITION 4.1 (Caractérisation de la mesure image). v = Ty si et seulement si [ odv = [ @oT du
pour toute fonction ¢: R — [0; +00] BOREL.

4.1 Probleme de MONGE

4.2 Probleme de KANTOROVICH

DEFINITION 4.3 (Plans de transport). On dit que v € P(RM) est un plan de transport entre p et v si

mpy=n  [e@)dy(@,y) = [edu .
{7%2&7 =v [y dy(zy) =[edv Yo € €°.

On note alors v € I'(u, v) # @.
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PROPOSITION 4.2 (Caractére fermé de I'(u,v)). Si u,v € P(K), alors T'(u,v) est fermé en topologie
faible—x i.e. si (yn) C T'(w,v) est telle que v, C 7, alors v € T'(u,v).

THEOREME 4.1 (Existence de transports optimaux). Si u,v € P(K), il existe v* € I'(u,v) telle que

|l =4l @ (@) = it (P

PROPOSITION 4.3 (KANTOROVICH relache MONGE). Si v* € sol(Pk) est t.q. v* = (Id,T*)xp, alors
T* € sol(P,).
La réciproque est vraie si p <K L2y

THEOREME 4.2 (BRENIER 1987, GANGLOU, MCCANN 1996). Dans le cas ot :

(Pk) igf { s h(z —y)dvy(z,y)

veF(u,V)}

ot h est strictement conveze.
Alors, si pp < L%, il existe une unique fonction T* € sol(P,) telle que

7 = (1, T) 1.
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