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« Celui qui aura gotité, qui aura vu, ne fiit-ce que de loin, la splendide
harmonie des lois naturelles, sera mieux disposé a faire peu de cas
de ses petits intéréts égoistes; il aura un idéal qu’il aimera mieux
que lui-méme, et c’est la le seul terrain sur lequel on puisse batir
une morale. Pour cet idéal, il travaillera sans marchander sa peine
et sans attendre aucune de ces grossiéres récompenses qui sont tout
pour certains hommes; et quand il aura pris ainsi I’habitude du
désintéressement, cette habitude le suivra partout; sa vie entiére
en restera comme parfumée. »

— Henri POINCARE, Derniéres pensées.
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POLYNOMES

La théorie des équations polynomiales, qui précéde de loin la définition
formelle des polynémes, a été le propos essentiel de I’algébre jusqu’au
x1x€ siécle. Elle est a I'origine de nombreuses notions : corps, nombres
algébriques ... Son développement est lié aux extensions successives de
la notion de nombre : introduction des nombres négatifs, des nombres
irrationnels, puis des nombres complexes.

Dés la plus haute Antiquité, on rencontre des exemples de résolutions
d’équations. Les Babyloniens savent résoudre ’équation du second
degré et les Grecs en font la base méme de leur géométrie.

Aprés I’Antiquité, il faudra attendre le xvi° siécle pour que des progrés
substantiels apparaissent, dus a I’école italienne. SciPONE DEL FERRO,
TARTAGLIA et CARDAN apportent la solution de I’équation du troisiéme
dégré. L’équation générale est ramenée a la forme réduite z®+pz+q = 0
¢ , dont une solution s’écrit

3 3 q q?
T = —= 4/ =
2 4
. . . 2 3 .
Cette solution souléve des difficultés : si 4- 4 L= est négatif, cas ou

I’équation a des racines — on le sait depuis ARCHIMEDE — on ne peut
pas calculer x. Pour lever la difficulté, CARDAN introduit timidement
de nouveaux nombres, « impossibles » ou « imaginaires ». FERRARI et
BoMBELLI résolvent ’équation du quatriéme degré.

Gréace a I’école italienne, le théorie générale des équations algébriques
se précise. L’équation étant mise sous le forme P(x) = 0, on prend
conscience de I'importance du dégré de P pour le nombre de solutions.
On découvre que si a est une racine de P, on peut factoriser par
x — a. Les relations entre les coefficients et les fonctions symétriques
des racines d’un polynéme apparaissent chez VIETE (1540-1603), mais
c’est GIRARD qui en 1629 leur donne toute leur extension. Suivi par
NEwTON, il exprime les sommes des puissances des racines en fonction
des coefficients. L’étude des fonctions symétriques des racines va se
développer au xvII® siécle avec WARING et au XIx® siécle avec CAUCHY.
Au xviIr® siécle, la majorité des mathématiciens est convaincue qu’une
équation de degré n posséde n racines, celles-ci pouvant ne pas étre
réelles, mais il faut attendre D’ ALEMBERT pour trouver en 1724 une
définition précise des nombres complexes (sous la forme a + /—1b).
En 1799, Gauss fournit plusieurs preuves rigoureuses du « théoréme
fondamental de ’algébre » ou « théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS ».
Des progres sont réalisés également dans I’étude du nombre de racines
réelles, et de leur signe. En 1637, DESCARTES énonce la régle qui porte
son nom sur le nombre de racines positives d’un polynéme. On trouve
dans I’Algébre de RoLLE (1690), la propriété suivante : entre deux
solutions de I'équation P(z) = 0, il existe au moins une solution de
l’équation P’(x) = 0. C’est STURM qui formule, en 1829, les résultats
les plus précis sur le nombre de racines réelles d’un polynéme.

Aprés les succés le I’école italienne au XviI°© siécle, les mathématiciens se
sont attachés a trouver des formules analogues pour les dégrés suivants.
Les réflexions sur cette question prennent un tour nouveau avec les
travaux de LAGRANGE (1771), qui étudie les permutations des racines

Jérome CARDAN (1501 - 1576)

¢ Soient (a,b,c) € C3 et P le polynéme dé-
fini par :

def
Vz € C, P(z) = z3+az2+bz+c.

On observe que pour h € C,

P(z+h) = 25 + (3h + a)22 + (3h2 +2ha+b) 2

+h3 1+ ah? +bh+c.

Pour h = 7%, on définit le polynéme Q par

ef
Vz € C, Q(z)dz P(z+h):z3+pz+q

d 2 def 3
N a 2a
oulp = —% +bq = 2% —

%b+c40na
P(z) =0 < Q(z—h)=0.

La recherche des solutions de 1’équation
P(z) = 0 est ainsi ramenée au probléme ana-
logue pour I’équation Q(z) = 0.
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d’une équation laissant invariantes certaines fonctions de ces racines.
Ces idées sont approfondies par CAUCHY et RUFFINI. ABEL donne une
démonstration rigoureuse de I’'impossibilité de résoudre par radicaux
P’équation générale de dégré 5 en 1829. Enfin, en introduisant la notion
de groupe, GALoOIS énonce la condition générale a laquelle satisfait
toute équation résoluble par radicaux (1831).

La distinction entre les nombres algébriques, racines d’un polynéme a
coefficients entiers, et les autres qu’on nomme transcendants, date du
XVII® siécle, mais il faut attendre 1844 pour que LIOUVILLE démontre
Pexistence de nombres transcendants et plus longtemps encore pour
que soit démontrée le trascendance de e (par HERMITE en 1872) et celle
de m (par LINDEMANN en 1882).

Quant a la définition formelle des polynémes et a I’étude de leur
structure, elles chemineront tout au long du x1x° siécle au rythme lent
du processus d’axiomatisation de I’algébre : par exemple, DEDEKIND
introduit la notion de corps et définit les idéaux vers 1870.



1.1 Polynémes de LEGENDRE

4 N
DEFINITION 1.1.1 — Polynémes de LEGENDRE. On appelle fa-

mille des polynomes de LEGENDRE la suite de polynémes (Lin),, cn+
définie par

n

der 1 ny 2 n—k k
Ln(X) = (k) (X — )" F(X + 1)
k=0
. I
4 A
EXERCICE 1.1.1
1. Montrer que L (X) = 57 [(X2 )n] o sttt

n
n
2
parité de L,, et I’égalité Z (Z) = (2:)
k=0
2. Soit n € N*, montrer que L, (X) est scindé a racines simples
dans ] —1;1].
3. Montrer que pour tout n € N,

(X2 = 1)L (X) + 2X Ly, (X) = n(n + 1)Ly

» ELEMENTS DE SOLUTION. Pour montrer que Ly, (X) est scindé
a racines simples dans | — 1; 1], raisonner par récurrence et penser a
RoOLLE. 4

1.2 Polyndmes de HILBERT

DEFINITION 1.2.1 — Polynémes de HiLBERT. On appelle
famille des polynomes de HILBERT la suite de polynémes (Hp),, ¢y
définie par

: o X(X—1)---(X—n+1
Ho @1, vneN¥, H, & XE D (Xont )

n!

Voir aussi Polynémes de HILBERT dans la partie algébre linéaire.
4 )
EXERCICE 1.2.1
1. Montrer que pour tout n € N, Hy,(Z) C Z. En déduire que le
produit de n entiers consécutifs dans Z est divisible par n!.
2. Soient n € N* et Q € R, [X]. Montrer que les deux assertions
suivantes sont équivalentes :
1) Q@) cCz,
(ii) Ym € [0;n],Q(m) € Z.

(iii) 3(Xos--.,An) € Z"F! tel que Q = > ApHg.

» SOLUTION. b

H

Les premlers polynémes de LEGENDRE
Voir aussi.

Lo=1
L ==z

Ly = ( —1)
Ls = 3 (51 - 3m)
)
)

Source : [1] p. 25

Ly = 8(35w — 302> +3

|,
L*,**((}Ii,z' — 702° + 15z

Sources : [1] p.27, [2]
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Lire [3] p. 297

H

Polynémes de TCcHEBYCHEV de premiére
espéce

1.3 Polyndmes de BERNOULLI

Il arrive fréquemment que le calcul exact d’une intégrale soit difficile,
voire impossible pour certaines fonctions et il est courant, dans ce
cas, de chercher & approcher la valeur de l'intégrale en utilisant des
polynémes comme les polynémes de BERNOULLI par exemple.

<
DEFINITION 1.3.1 — Polynémes de BErRNoOULLI. Les poly-

némes de BERNoULLI forment 1'unique suite de polynémes (B, ), en
telle que :

By =1,
VneN, By, ; = (n+1)By,

1
Vn € N*, j Bn(z)dz = 0.
0

J
<
DEFINITION 1.3.2 — Nombres de BErRNoOULLI. Pour tout
def . . 4
n > 0, on pose b, = By,(0). La suite de réels (by)nen est appelée
suite des nombres de BERNOULLI.
J
e A

EXERCICE 1.3.1

1. Déterminer le degré de B, (X) pour n > 0.
2. Montrer que, pour tout n > 2, B, (0) = By (1).
3. Soient n € N et z € R. Montrer que

n

Bn(z) = Z (:)bn,kxk.

k=0

4. En déduire, pour n > 1, une expression de b, en fonction de
bo,...,bp—1.

5. Montrer que la suite (bn)nen est une suite de rationnels et
que, pour n > 0, les polynoémes B, (X) sont a coefficients
rationnels.

6. Montrer que pour tout n > 0, (—1)"By,(1 — X) = Bn(X).

7. En déduire que

{\m >1,bany1 =0,
0

Vn > 0,Bant1(3) = 0.

1.4 Polyndmes de TCHEBYCHEV

DEFINITION 1.4.1 — Polynémes de TcHEBYCHEV. Les poly-
nomes de TCHEBYCHEV de premiére espéce sont les uniques poly-
nomes (Tp),>o définis sur | — 1, 1] par

VO € R, Ty (cos) = cos(nb).

Vérifions tout d’abord qu’une telle suite existe bien et qu’elle est
unique.

B DEMoONSTRATION. Existence Nous allons montrer que la suite
(Tn)n>o vérifie une relation de récurrence.



Soit n € N,

Ty +2(cos ) = cos((n + 2)6)
= cos((n + 1)0) cos(8) — sin((n + 1)0) sin(0)

= Tp+1(cosB) cos(0) — % (cos(nb) — cos((n + 2)0))
Ty+2(cos@) = Tp41(cosb) cos(8) — %Tn (cos ) + %Tn_._z(cos 0)

d’ou
Tpis = 2XTni1 — Th.

Unicité L’unicité de T, pour n fixé est garantie pas ’identification
de deux polyndémes coincidant sur | — 1, 1].

O

[ EXERCICE 1.4.1 Soit n € N, déterminer une expression de Ty, . ]

» SOLUTION.

cos(nf) = ( ‘"9) Re((cos 0 + isin 9)")

= Z (cos 0)* (isin )"~ F

n/2]

Vn €N, T, = Z (—1)k (Qk)Xn 26( _ x2)k.
k=0

PROPOSITION 1.4.2 — .

1.
deg Ty, =net cd Ty, = ge=1

2. T, est pair si n est pair et vice versa.

3. Pour tout n,m, Ty, 0 Ty, = Trm.

(1 — 22T (x) — 2T/, (x) + n>Tp(z) = 0.

5. T admet n racines simples qui sont
2k — 1
Q. = COS (u) , kell,n].
i 2n

Sur [—1,1], T, admet n + 1 extrema égaux & 1 en les points

£

k
bk, n, = cos (—ﬂ-> , ke[o,n].
n

B DEMONSTRATION.

PROPOSITION 1.4.1 Formule de tri-
gonométrie.

1
sinasinb = 5 (cos(a — b) — cos(a + b))
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1.5 Polynémes scindés

ExXERCICE 1.5.1 Soient Q € R[X] et a € R. On suppose que Q

Source : [+] p. 23 est scindé sur R[X], montrer que Q' + aQ ’est aussi.

» ELEMENTS DE SOLUTION. Si a = 0, appliquer le théoréme de
RoLLE sur chacun des intervalles [z;,z;41] ou z; et #;41 sont deux
racines réelles consécutives de Q.

1. Poser ¢ : t — exp(at)Q(t).
2. Démarche a revoir.

1.6 Equation polynomiale

ExERCICE 1.6.1 Déterminer les polynémes P € C[X] tels que :
Source : [1] p. 20

P(X?) = P(X)P(X —1).

1.7 Théoreme de Lucas

THEOREME 1.7.1 — Lucas. Soit P € C[X] un polynéme de degré
supérieur & 2. Montrer que les racines de P’ sont dans ’enveloppe
convexe des racines de P.



ALGEBRE LINEAIRE, MATRICES

Au xvir® siécle se développent la résolution des systémes linéaires et
la théorie des déterminants. Les raisonnements suggérent rapidement
Ie concept d’espace 4 n dimensions. Mais il fallait oser un langage géo-
métrique, alors qu’une interprétation sensible dans le plan ou I'espace
faisait défaut pour n > 3.

De maniére indépendante, CAYLEY en Angleterre et GRASSMAN en
Allemagne franchissent le pas vers 1843-1845 et parlent d’espace a n
dimensions. Le point de vue de CAYLEY est issu directement de la
géométrie analytique : un vecteur d’un espace a n dimensions est un
systéme de n réels ou n complexes. L’addition de deux vecteurs et la
multiplication par un scalaire sont naturellement introduites par la
généralisation de la dimension 3. Pour parvenir vraiment a la notion
d’espace vectoriel, il faut dégager le concept de sous-espace et de di-
mension d’un sous-espace. C’est ce que fera GRASSMAN (professeur de
lycée autodidacte en marge des milieux de la recherche) en cherchant a
développer une analyse géométrique portant sur des calculs intrinséques
indépendants du choix des coordonnées. GRASSMAN introduit le produit
extérieur de deux vecteurs, la définition de I'indépendance linéaire, de
la dimension d’un espace et démontre la relation fondementale

dimV +dimW =dim(V + W) + dimV N W.

Ces travaux eurent peu d’impact au début, mais ils furent repris par
Henri POINCARE et Elie CARTAN (notamment son « algébre extérieure
» en géométrie différentielle).

C’est en 1888 que PEANO donnera la définition axiomatique d’un
espace vectoriel réel. Jusqu’en 1930, le point de vue des matrices et des
coordonnées prédomine par rapport au point de vue intrinséque des
espaces vectoriels.

Arthur CavLEY (1821-1895)

Hermann GRASSMANN (1809-1877)
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Faisons la transition entre le chapitre sur les polynémes et celui sur
I’algébre linéaire en revenant sur les polynémes de HILBERT.

2.1 Polynémes de HILBERT

ProprPosITION 2.1.1 — (H;)o<i<n forme une base de C,[X].
La famille (Ho,...,Hy) des n + 1 premiers polynoémes de HILBERT
forme une base de Cp,[X].

LevwME 2.1.1 Toute famille de polynémes non nuls a degrés
échelonnés est libre.

Source : Polynémes & degrés échelonnés B DEMONSTRATION. Soit (Pi,..., Py) une famille de polynémes

Bibm®th.net de C,,[X] non nuls, & degrés échelonnés, i.e. 0 < deg P; < --- < deg Py.
Soit (A1,...,An) des scalaires tels que

P+ -+ APy =0. (*)

Supposons par ’absurde que A, # 0. Alors le membre de gauche de
I’égalité (x) est un polyndome de degré deg P, # —oo puisque tous les
polynémes sont supposés non nuls. Ce membre ne peut donc pas étre
METHODE 2.1.1 Penser au 2.1 pour mon- le polynéme nul. On aboutit & une contradiction et A, = 0.
[trer L et dlavees fmillo Glo OIynémes‘] En itérant le raisonnement, on trouve successivement

A1=0,...,01 =0

ce qui assure la liberté de la famille (Pi,..., Py). O

Revenons a la démonstration de la 2.1.

¢ Par définition, B DEMONSTRATION. Par construction, la famille 57 f (Ho,...,Hn)
dof est échelonnée en dégré ¢ ce qui assure sa liberté d’aprés le 2.1. De
Ho =1 plus, || = dim C,[X] donc la famille J# forme bien une base de
of 1
wnen, Hy ¥ Zx(x-n- (x—ntn. CalX] ¥
n:

Donc pour tout n € N, degH,, = n.

2.2 Polynémes de LAGRANGE

Source : extrait d’un cours de F. DELEBECQUE

2.2.1 Motivations de l'interpolation polynomiale

En analyse numérique, une fonction f inconnue explicitement est
souvent connue seulement en certains points xo, ..., x4, ou évaluable
uniquement au moyen de ’appel & un code cotiiteux.

Mais dans de nombreux cas, on a besoin d’effectuer des opérations
(dérivation, intégration, ...) sur la fonction f.

On cherche donc & reconstruire cette fonction f par une autre fonction
fr simple et facile & évaluer & partir des données discrétes de f. On
espére que le modéle f, ne sera pas trop éloigné de la fonction f aux
autres points.

Pourquoi utiliser des polynémes pour reconstruire la fonction f 7

¢ cf. p. [...]


https://www.bibmath.net/ressources/justeunexo.php?id=815
https://www.bibmath.net/ressources/justeunexo.php?id=815
https://perso.math.univ-toulouse.fr/fdelebec/files/2018/03/chap01-L2.pdf

— Le théoréme d’approximation de WEIERSTRASS : ¢
pour toute fonction f définie et continue sur un intervalle [a, b]
et pour tout € > 0, il existe un polynéme P tel que

Vz € [a,b], |f(z) — P(z)| <e.

Plus € est petit, plus le degré du polynéme est grand.
— La simplicité de I’évaluation d’un polynéme par le schéma
de HORNER :

n

Zijj = ( ((cnachcn,l)ercn,g)er---cl)z+co.

Jj=0

Plus précisément, étant donnés d + 1 points d’abscisses distinctes

M; ef (ai, fi) pour ¢ € [0,d] dans le plan, le probléme de 'interpola-

tion polynomiale consiste & trouver un polynéme de degré inférieur ou
égal & m dont le graphe passe par les d + 1 points M;.

2.2.2 Interpolation lagrangienne

Les polyndémes de LAGRANGE permettent d’interpoler une série de
n + 1 points par un polynéme de degré n qui passe exactement par ces
points.

THEOREME 2.2.1 — Propriété fondamentale des polynémes
de LacraNGE. Soient n € N et (zo,...,2zn) des complexes deux
a deux distincts.

Pour tout ¢ € [0, n], il existe un unique polynéme L; € C,[X] tel
que

Vj e [[O,n}], Li(xj) = 57;,]'. . (2.1)

B DEMONSTRATION. On considére n + 1 complexes deux & deux
distincts, notés xo, ..., xy. Soit 'application

R,[X] — R™H!

s P (P(z0),...,P(zn))

> Soit P € Ker . Alors le polynéme P a n + 1 racines discintes.
Or il est de degré inférieur & n donc est le polynéme nul. On en
déduit que ¢ est injective ce qui assure 'unicité des polynémes
interpolateurs de LAGRANGE.

> Comme dim R, [X] = dimR™*! et que I’application ¢ est injec-
tive, c’est un isomorphisme ¢ .

> En particulier, 'application ¢ est surjective ce qui assure I’existence

de ces polyndémes.

O

DEFINITION 2.2.2 — Polynémes de LAGRANGE. Soient n € N
et (zo,...,zn) des complexes deux & deux distincts. On appelle
famille des polynémes de LAGRANGE la suite de polynoémes (Ly )nen
vérifiant la relation (2.1).

Polynoéme
interpolateur

M3

M,y

DEFINITION 2.2.1 — ¢ Symbole de
KRONECKER.
def | 1 sii=j,
85 = R
0 sii#j.

Source : [UT# 29| Unicité des polynémes de
LAGRANGE — QDljen - Les maths en finesse

PROPOSITION 2.2.1 — . 4 Si f est une
application linéaire d’un espace de dimen-
sion finie ¥ dans un espace de dimension
finie F' avec dim E = dim F, il suffit que
f soit injective ou surjective pour que f
soit un isomorphisme.


https://www.youtube.com/watch?v=blB2SAYpobA
https://www.youtube.com/watch?v=blB2SAYpobA
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REMARQUE 2.2.1 Une famille de polynémes de LAGRANGE est
définie a partir d’une famille de complexes deux a deux distincts.

PROPOSITION 2.2.2 — Expression des polynémes de La-
GrRANGE. Soient n € N et (xo,...,Zn) des complexes deux a deux
distincts. Les polynomes de LAGRANGE associés a cette famille ont
pour expression

X—z]-

Ti — Ty

VieﬂLﬂ,LKX):II
G

Source : [4] B DEMONSTRATION.
> On considére n 4+ 1 complexes deux & deux distincts, notés
TOye ey Ty
Soit ¢ € [1,n]. Le polyndme L; est de degré au plus n et admet
n complexes deux & deux distincts x; pour racines, avec j # i.
Alors, nécessairement, il existe une constante C' telle que

M:CIBX—%)
i

~1
L’égalité L;(z;) = 1 fournit C' = [H (z; — x]):| et donc

J#i
X —x;
Li:| |4———L

Ti— T

T
P . . def X—xj

> Réciproquement, si pour tout ¢ € [0,n] on pose L; = H —=

i T

J#i
alors le polynéme L; est bien défini car les x; sont deux a deux
distincts, est bien de degré n et enfin les polynémes L; vérifient

clairement les égalités de dualité.

O

2.2.3 Coordonées d’un polynéme dans la base de
LAGRANGE

el

ProPosITION 2.2.3 — (L;)o<i<n forme une base de C,[X].
La famille (Lo, ..., Ln) des n+1 premiers polynémes de LAGRANGE
forme une base de C,[X].

B DEMONSTRATION. Par construction, la famille .# f (Lo, ..., Ln)
est échelonnée en dégré ce qui assure sa liberté d’aprés le 2.1. De plus,
|-Z| = dim C,, [X] donc la famille . forme bien une base de C,,[X]. O

THEOREME 2.2.2 — Interpolation lagrangienne. Soient n € N
et (zo,...,xn) des complexes deux & deux distincts et (yo, ..., yn)
des complexes deux a deux distincts.

11 existe un et un seul polynéme P € R, [X] tel que

Vi € [0,n], P(zi) = yi-



Ce polynéme a pour expression dans la base des polynémes de
LAGRANGE associ

n n
1=0 i=0

2.2.4 Lien avec les déterminants de VANDERMONDE

En appliquant la formule des coordonnées d’un polynéme de degré au
plus n dans la base (Li)ie[[o,n]] au cas particulier ou le polynéme P
est 'un des éléments de la base canonique (Xj)jeﬂo,n]] de C,[X], on

n
obtient Z L; =1 et plus généralement,
i=0

n

vj € [0,n], X7 = Zx{L,-.

=0
Ainsi,
ProrposiTioN 2.2.4 — . La matrice de passage de la base

(Li)ieo,n] & la base (Xj)je[[O,n]] est la matrice de VANDERMONDE
associée a la famille (z;);e[0,n]-

2.3 Matrice de VANDERMONDE

( DEFINITION 2.3.1 — Matrice de VANDERMONDE. Soit )
(a1,...,an) une famille de complexes. On définit la matrice de
VANDERMONDE de la famille (a1, ..., an) par

1 a1 a% 0/1171
V(Otl,..-,()tn) d:ef : o
1 an a2 - az_l

On considére ici une matrice de VANDERMONDE carrée.
\

REMARQUE 2.3.1 Soit (a1,...,an) une famille de complexes. Les
matrices de VANDERMONDE des familles (a1, ...,ax) pour 2 < k <
n sont imbriquées les unes dans les autres de la maniére suivante

\/(0(17 .. .,le) = ....

PROPOSITION 2.3.1 — Déterminant de VANDERMONDE.

det (V(al, R an)) = H(aj — o).

1<i<j<n

B DEMONSTRATION. Nous allons raisonner par récurrence sur la
taille de la matrice. Pour tout n € N* on pose

Py « Soit (a1,...,an) € C™, det (V(al7 . .,an)) = H(aj —a;)».

1<i<j<n

Source : [4]

Matp (xiyg
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> L’initialisation pour n = 1 est triviale.
> Soit n € N*. On suppose &, vraie, montrons & 41.
Soit (a1, ...,0n,an41) une famille de complexes.

def

On pose P(X) =

n n—1
def
ITCX - o) 27 4 5 puxs,

j=1 k=0

D’aprés les propriétés du déterminant, en ajoutant les n premiéres

colonnes respectivement multipliée par py a la derniére, on obtient

n
Sl
V(alv"'ya'ﬂ) :
L=
an
n—1 ., n
- n
Toant1---op4y L apyy

= det (V(al, co an))P(ozn+1)

n
par hypotheése de récurrence = H(aj —ay) X H(a"+1 —aj)
1<i<j<n j=1

det (V(al, c. ,an+1)) = H(aj — ay).
1<i<j<n+1
La proprité est donc vraie au rang n + 1 et on en déduit par
récurrence qu’elle est vraie pour tout n € N*.

O

CoRrROLLAIRE 2.3.1 La famille (a1,...,ay) est libre si et seule-
ment si le déterminant de sa matrice de VANDERMONDE est non
nul.

B DEMONSTRATION. D’aprés la 2.3, la matrice d¢e VANDERMONDE
de la famille (a1,...,an) est inversible si et seulement si les a; sont
distincts deux a deux. O

ExeBrcICE 2.3.1 Pour a € C, on pose pour tout z € R, fq(x) =

Source : [4] Planche no 35. Déterminants €. Soit (ai,...,an), n complexes deux & deux distincts. Montrer
que la famille de fonctions (fa, )1<k<n est libre.

» SOLUTION.

n
Soit (Ax)1<kgn € C™ tel que Z Ak fa), = 0. Alors,
k=1

wpeon—15, ) MSE =0,
k=1

n
soit Vp € [0,n — 1],Vz € R, Z Apahe®s® =0,
k=1

n
pour z =0 Vp € [0,n — 1]],2)%(% =0.
k=1



Les n derniéres égalités écrites constituent un systéme (.%) de n équa-
tions linéaires a n inconnues A1, ..., An. Le déterminant de ce systéme
est V(ai,...,an) et ce déterminant est non nul car les ay, sont deux a
deux distincts. Par suite, () est un systéme de CRAMER homogeéne.
Le systéme () admet donc 'unique solution (A1,...,An) = (0,...,0)
et on a ainsi montré la liberté de la famille (fa, )1<k<n- <

2.3.1 Inverse de la matrice de VANDERMONDE

( A

ExERCICE 2.3.2 Soient n € N* et (z1,...,2n) des complexes
deux a deux distincts.

1. Montrer que ’application
Crp-1[X] —C"
@:
P+ (P(z1),..., P(zn))

est un isomorphisme. Montrer que sa matrice dans les bases
canoniques de départ et d’arrivée est

n—1
1 = m% xy .
n_
aet | 1 T2 73 2o
Mn(xlv---al'n) = .
=il
1 x, 22 zy

2. On note L1(X),...,Ln(X) les polynémes interpolateurs de

LAGRANGE associés a x1,...,Tn. Donner une relation entre
les coefficients de My, (z1, ..., xn)_l et ceux des polynomes
L; (X).

2.4 Centre de .#,(K)

.
DEFINITION 2.4.1 — Centre (algébre). Le centre d’une struc-

ture algébrique est ’ensemble des éléments de cette structure qui

commutent avec tous les autres éléments.
\ J

PROPOSITION 2.4.1 — Centre de ./, (K). Le centre de .#x(K),
c’est-a-dire les matrices A € 4, (K) telles que pour toute matrice
B € #,(K), AB = BA, est égal a I’ensemble des matrices scalaires.

Nous voulons démontrer 1’égalité de deux ensembles a savoir le centre
de 4 (K) et {\n,\ € K}. Nous allons donc raisonner par double

inclusion.

. def . .

B DEMONSTRATION. (C) Posons A = (a; j)1<i,j<n- Sila matrice
A appartient au centre de .4, (K) alors, en particulier, elle com-
mute avec les matrices élémentaires ¢ i.e.

V(Z,]) S [17n]]2,AEi’j = Ei’jA.

Source : [1] p.81

DEFINITION 2.4.2 — 4 Matrices élé-
mentaires de .y ,(K). Pour tout
(i,3) € [1,n] x [1,p], on note E; ; la
matrice de taille (n, p) dont tous les coef-
ficients son nuls sauf le coefficient en ligne
2. colonne 7. qui est égal & 1. Autrement
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En décompasant la matrice A dans la base des matrices élémen-
taires on obtient

n

AE; ; = g ag B oEi 5 = E ak,i Bk j,

1<k, b<n k=1

et

n

B ;4= Zak,eEi,jEk,z = E aj,eBie.

1<k, <n =1

Puisque la famille (E; ;)1<4,j<n est libre, on peut identifier les
coefficients des deux expressions et on déduit que pour tout
(i,k) € [1,n]? tel que i # k,a;r = 0 et pour tout (i,j) €
IIL TL]]Q, Qi 5 = Qg j.

Ainsi, si la matrice A commute avec toutes les matrices, elle est
nécessairement de la forme A = AI,, ou A € K.

(D) Réciproquement, pour tout A € K et toute matrice B € .#, (K), Bx

(ALn) = (\In) x B.

On en déduit par double inclusion que le centre de .#, (K) est égal a
I’ensemble des matrices scalaires. |

METHODE 2.4.1 Lorsqu’il s’agit de montrer qu’une propriété est
vraie « pour toute matrice », il est parfois utile de prendre des cas
particuliers comme les matrices élémentaires pour en déduire
des informations sur les coefficients.

2.5 Semblables sur C, sur R

ProrosiTioN 2.5.1 — . Deux matrices réelles semblables dans
M (C) sont semblables dans .#, (R).

B DEMONSTRATION. Soient A et B deux matrices réelles semblables
dans .4, (C). Alors il existe une matrice P def P: +iP; € GL,(C) telle
que AP = PB soit AP, +iAP;, = P,B + iP;B et donc en identifiant
parties réelle et imaginaire,

AP, = P,B et AP, = P,B.

On en déduit que pour tout z € R, A(P: +zP) = (P + «P;)B. On
pose la fonction
0: z € Cr det(P: + 2R).

La fonction § est polynomiale et est non identiquement nulle car
6(i) = det(P) # 0. On en déduit qu’il existe un réel zg tel que d(xzg) =
det(Pr + zoP;) # 0.

Ainsi, en posant P ' Pi4-zoP, € GLy, (R) on obtient A = PBP-1. O

ReEMARQUE 2.5.1 Comme R C C, on en déduit que deux matrices
sont semblables dans .#,(C) si et seulement si elle le sont dans

M (R).

ExERCICE 2.5.1 Soit A € #,(R) telle que x4 est scindé sur
R. Montrer que la matrice A est diagonalisable dans ., (C) si et



lseulement si elle l’est dans ., (R). J

2.6 Noyaux itérés

ProrosiTioN 2.6.1 — . Soit E un espace vectoriel de dimension
finie n € N*. On considére f € Z(E).
— La suite (Ker(fk))kGN est une suite croissante pour I'inclu-
sion et stationnaire a partir d’un certain rang r € [0, n].
— La suite (Im( f k))keN est une suite décroissante pour l'inclu-
sion et stationnaire & partir du méme rang r.
(la suite vient de Noyaux itérés — Bibm@th.net)
De plus
Ker(f") @ Im(f") = E.

Si on note dj, 2f dim ( Ker(fk)), alors pour tout k € N,
diy1 —dy 2 diqo — di41,

autrement dit la suite de la différence des dimensions entre
deux noyaux itérés consécutifs est décroissante.

Voir aussi énoncé de [1] p. 44.

B DEMONSTRATION. — La monotonie des deux suites est tri-

viale.

— Bien précisier ’existe de r en dimension finie.
Soit r le rang de stationnarité de la suite des noyaux itérés. Mon-
trons que pour tout k € N, Ker(f7) = Ker(f"+F).
D’aprés le premier item, 'une des deux inclusions est véri-
fiée par croissance de la suite des noyaux itérés. Montrons la
deuxiéme. Soient k € N et x € Ker(ft*+1). Alors f™t*+1(2) =
frit (fk(z)) = 0 soit fF(z) € Ker(f™t') = Ker(f). Ainsi,
frHR(z) =0 et 2 € Ker(fmt5).

— Montrons que Ker(f") ® Im(f") = F
D’aprés le théoréme du rang, Rg(f") + dim Ker(f") = n. Il reste
a montrer que Ker(f") N Im(f") = {0}.
Soit y € Ker(f")NIm(f"). Alors il existe z € E tel que y = f"(x).
De plus, f"(y) = 0 donc, en remplacant y par son expression,
27 (z) = 0i.e. z € Ker(f?"), qui est égal a Ker(f") par définition
de r. On en déduit que y = f"(z) = 0. Ainsi Ker(f") NIm(f") =
{0} et on a bien

Ker(f") @ Im(f") = E.

O

4 )

REMARQUE 2.6.1 La propriété de somme directe, n’est plus

valable dans le cas d’un espace vectoriel de dimension infinie. En

effet, dans R[X], application dérivée met en défaut cette égalité.
7

4 )

ExERCICE 2.6.1 Soient E un espace vectoriel et f un endomor-

def

phisme de E. Pour k € N, on pose N o Ker(f¥) et I, = Im(fF)

Source : [4] Planche no 2. Révisions algébre
linéaire. Espaces vectoriels


https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./n/noyauxiteres.html
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puis N = U Ny et [ = ﬂ Ij.. (N est le nilespace de f et I le
keN keN
coeur de f).
1. a) Montrer que les suites (Ng)ren et (Ix)ren sont respec-
tivement croissante et décroissante pour l'inclusion.
b) Montrer que N et I sont stables par f.
c) Montrer que pour tout k € N,

(Ng = Ngy1) = (Npg1 = Niyo).

2. On suppose de plus que dim E = n, n € N*.
a) Soit

def
AZ {keN| Ny =Ngy1}
et B X' {keN| L=l }.
Montrer qu’il existe un entier p inférieur a n tel que
A=B={keN|k>p}.
b) Montrer que E = Ny & I.
¢) Montrer que fin est nilpotent et que f; € GL(I).
3. Trouver des exemples o A est vide et B est non vide et ou
A est non vide et B estdvfide.
4. Pour k € N, on pose dj, = dim Ij,. Montrer que la suite (dy —
di+1)ken est décroissante. En déduire le sens de variation de
la suite (dim Ny 1 — dim Ny, )

keN*’

2.7 Applications de .#,,(K) — K conservant le
produit

_
DEFINITION 2.7.1 — Forme multiplicative. Soit f une appli-

cation de ., (K) dans K. L’application f est dite multiplicative si
pour tout matrices A et B de #,(K), f(AB) = f(A)f(B).

~

>

ExERCICE 2.7.1 Soit n € N* et f une forme multiplicative

de .#,(K) dans K autre que les constantes 0 et 1. Montrer que
M € GL,(K) si et seulement si f(M) # 0.

\

2.8 Matrices compagnon

DEFINITION 2.8.1 — Matrice compagnon. Soit P le polynéme
définit par
p—1
def k
P(X) EXP +3 " e X* € K[X].
k=0




On appelle matrice compagnon de P la matrice

0O 0 --- 0 —co

1 0 --- 0 —c1
Cp ef 10 1 0 —c2

0 0 -+ 1 —cp1

TuEOREME 2.8.1 — . Soit P € K[X]. Le polynéme P est égal au
polynéme caractéristique de sa matrice compagnon :

Xcp(X) = P(X).

B DEMONSTRATION. Par définition,

X o -+ 0 co
-1 X 0 c1

XCP(X):det(XIp—Cp): 0 -1

. . . X Cd—2
0 - 0 -1 X+ecg

Notons Dp(X,co,...,cp—1) ce déterminant.
Le (1,1)-cofacteur de (XI, — Cp) est Dp_1(X,c1,...,cp—1) et son
(1, p)-cofacteur est (—1)PT1§ ou § est le déterminant d’une matrice
triangulaire supérieure de taille d — 1 et dont tous les éléments valent
—1; ainsi § = (—1)P~1 et ce (1, p)-cofacteur vaut 1.
Le développement du déterminant Dy (X, co,...,cp—1) par rapport &
sa premiére ligne fournit donc la relation :

Dy(X,co, .-

.,Cp_l) = XDp_1(X,Cl,...,Cp_1) + co.

Comme Dl()(v7 Cpfl) =X+ Cp—1,
det(XI, — Cp) = X(X(~~ (X(X +cp1) +cp2) ) + cl) + co.

On reconnait la construction de P par le schéma de HORNER. Ainsi le
polyndéme caractéristique de C'p n’est autre que P. O

2.8.1 Endomorphisme cyclique

DEFINITION 2.8.3 — Endomorphisme cyclique. Soit E un
K-espace vectoriel de dimension finie n et soit v un endomor-
phisme de E. On dit que u est cyclique s’il existe © € E tel que
(:r,u(x), ey u”_l(z)) est une base de E.

Les endomorphismes cycliques admettent des matrices particuliéres
dans la base précédente :

ProrosiTioN 2.8.2 — . Soit 4 un endomorphisme de E. Alors
u est cyclique si et seulement s’il existe une base de E dans la-
quelle la matrice de u est la matrice compagnon de son polyndéme
caractéristique.

-
DEFINITION 2.8.2 — Cofacteurs. [5] chg
Soient A € Ay, (K) et i,5 € [1,n]. On
note A; ; le déterminant de la matrice de
M, —1(K) obtenue a partir de la matrice
A en supprimant la ligne i et la colonne
Go
— Le mineur d’indice i, j de la ma-
trice A est A; ;.
— Le cofacteur d’indice ¢, j de la ma-
trice A est (—1)%17 Aj g

PRoPOSITION 2.8.1 — Développement
selon une ligne / colonne. Soit A d:ef
(ai,j)1<i,j<n € Mn(K).
n
Vj € [1,n],det(A) = Zam(—l)iﬂ'ai
=1l
n

Vi € [1,n], det(A) = Zai,j(—niﬂ'm ;

j=1

Source
Bibm®@th.net

Endomorphisme cyclique



https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./c/cyclique.html
https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./c/cyclique.html
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ProrosiTioN 2.8.3 — . Soit f un endomorphisme cyclique. Tout
endomorphisme qui commute avec f est un polynéme en f.

B DEMONSTRATION. Tous les polyndémes en f commutent avec f.
Réciproquement, on va montrer que seuls les polynémes en f com-

mutent avec f. On note & def (eo,...,en—1) la base dans laquelle f
admet pour matrice la matrice compagnon de son polyndéme caracté-
ristique (qui existe d’apreés lien). Par définition, on a donc :

Vp € [0,n —2], f(ep) = ept1. (%)

Soit g € Z(FE) tel que fog = go f. Le vecteur g(ep) se décompose sur
la base £ :

n—1
N0y, An_1) € K™, g(eo) = Z)\kek.
k=0

n—1
Nous allons montrer que g = Z Aif¥. Pour cela, nous allons prouver
k=0
que :
n—1
vp € [0,n — 1], g(ep) = E M fE ] (ep)
k=0
par récurrence sur p : ’égalité proviendra du fait que les deux applica-
n—1
tions linéaires Z Aif* et g coincident sur une base.
k=0

> On a fF(ep) = ey, par récurrence immédiate sur k € [0,n — 1].
On a donc

n—1
g(eo) = Z Ak f* (eo).
k=0

n—1

> Supposons que 0 < p < n — 2 et que g(ep) = Z A f*(ep). On
k=0
n—1

compose par f, qui est linéaire : (f o g)(ep) = E Aufo fE(ep).
k=0
On utilise ’hypothése de commutativité :

n—1
(9o Ne) =Y Mes*(flen).
k=0

n—1
Cela s’écrit, grace a (%) : g(ept1) = Z A f¥(ept1). La récur-
k=0

n—1
rence est établie et g = Z A fk.

k=0
Tout endomorphisme qui commute avec f est donc un polynéme
en f. Ainsi ’ensemble des endomorphismes commutant avec f
est :

Vect (Idg, f, f%,..., "),

on retrouve ainsi que c’est un sous-espace vectoriel de Z(E).

O



2.8.2 Théoréme de CAYLEY-HAMILTON

THEOREME 2.8.2 — CAYLEY-HAMILTON. Le polyndéme carac-
téristique est un polynéme annulateur.

En recherchant I'inverse d’un quaternion, William HamizToN démontre,
en 1853, le résultat pour la dimension 4 sans vraiment ’exprimer. Ar-
thur CAYLEY énonce le résultat pour de matrices carrées d’ordre n, le
démontre pour n = 2, prétend 'avoir fait pour n = 3 et dit qu’il ne lui
semble pas nécessaire de le démontrer dans le cas général ... Georg
FroBENIUS fournit la premiére démonstration génrérale en 1878.

L’exercice suivant, issu du premier sujet de ’agrégation interne de 2022,
démontre ce résultat. Cette preuve est basée sur le calcul du polynéme
caractéristique d’une matrice compagnon et de 1’étude du plus petit
sous-espace stabilisé par une matrice et contenant un vecteur donné.

4 )
ExERCICE 2.8.1 Soit p un entier strictement positif et soit M

une matrice de .#,(C).
Etant donné un élément z quelconque non nul de CP on pose

def .
n= mln{r >1

(ac, Mz, ..., M"ac) est liée dans (C”}.

1. Montrer qu’il existe un élément (oo, ...,o,—1) de C* et une
matrice N de .#p—,,(C) tels que la matrice M soit semblable
a une matrice M’ de la forme suivante

0 0 —ag *
1 0 S —ar o«
0 1

0 —ay-2 *
o -~ 0 1 —auy1 ~*
o -+ .- 0 O N

ou les * représentent des lignes d’éléments de C et les O
représentent des colonnes nulles.

2. Montrer que xps (M)z = 0.

3. Montrer que xjs est un polynéme annulateur de M.

» SOLUTION.

1. — La famille (a:, Mz, ..., Mpx) est un systéme de p + 1 vec-
teurs de CP d’un espace vectoriel de dimension p. Il est donc
lié. Il existe donc g, minimum de 7 tel que (z, Mz, ..., M"x)
est lié et pu < p.
— Par construction, la famille (:c, Mz, ..., M“*lz) est libre
et (x, Mz, ..., M+ 1g, M”w) est liée. Il en résulte une éga-
lité :

MH(z) = apx +ca Mz + -+ a1 MP g

pour un unique p-uplet (ag,...,a,—1) de CH.

Source

Source

: note de [6]

: Correction de la RMS 132 3
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— Notons f: z — Mz ’endomorphisme de CP et

def

V = Vect (m,M;}:,...,M“_lm>;

l’application f envoie chaque Mz, pour 0 <4 < g — 1, sur

un élément de V. Ainsi V est stabilisé par f. Notons e Lef

T, e et Mzx,. .. ey L M1z Le systéme (e1,...,ey) est
une base de V. Complétons ce systéme par (ey+1,...,€ep)
tels que (e1,...,ep) est une base de CP.

fler) =ez,..., flep—1) = eu, flep) = —au—1e4-1—--—per.

— Notons IT le polynéome X* +aM71X“_1 + -+ a1 X + ag.

La matrice de f dans la base (e1,...,ep) est une matrice
of (C L .
M OH N) . Elle est bien du type voulu.

La matrice M’ est semblable & M car M et M’ représentent
toutes deux f, 'une dans la base canonique et autre dans
la base des e;.

2. On a I(M)z = MFz — a1 MFP 1z — - - — agz. Or d’aprés
Section 2.8 on page 19, on d’une part Il = x¢; et d’autre part
X1, — Cn —L
X1, - M' = s .
P ( O XIp—p — N)

Donc det(XT, — M') = det(X1, — Crr) det(XIp—, — N). Ainsi
IT divise x s/ et comme M’ est semblable & M, xar = xa- 11
en résulte : xpr(M)x = 0.

3. Pour tout € CP, on a xn (M)x = 0 c’est-a-dire que x (M)
est la matrice nulle.

<

2.9 Caractérisation des homothéties

PRoOPOSITION 2.9.1 — Caractérisation des homothéties. Soit
E un espace vectoriel et f € Z(F). L’application f est une ho-
mothétie si et seulement si la famille (33, f (a:)) est liée pour tout
z € FE.

B DEMONSTRATION. Raisonnons par double implication.

(=) On suppose que 'application f est une homothétie. Alors il existe
un scalaire non nul A tel que pour tout « € E, f(z) = Az. Ainsi,
la famille (:t, f(:z:)) est liée pour tout = € E.

’

(<) On suppose que la famille (x,f(x)) est liée pour tout = € E.

- -
Sourde : Une caractérisatiGih des homothéties
[f i € g ’LL »CTeris 1 des homotheties On pose
— mdrocprepa.com
POC frx— Az,

Soient y € E non nul et x € E. Montrons que Az = Ay ce qui
assurera que f est une homothétie.
Distinguons deux cas :

— Cas oul z € Vect(y). Alors il existe un scalaire non nul A tel
que x = A\y. En composant cette relation par f on obtient

f(z) =Af(y)


http://marocprepa.com/site/homothetiecarac
http://marocprepa.com/site/homothetiecarac

soit : Az = Adyy,
en remplagant = : Az Ay = Ay,
en factorisant : A(Az — Ay)y = 0.

Or A # 0 et y # O donc nécessairement Az = Ay.

— Cas ou z ¢ Vect(y). On pose z o+ y. Par définition de
Papplication f, f(z) = A,z soit f(2) = Az(z + y).
On peut aussi écrire f(z) = f(z) + f(y) = dax + Ayy.
En égalant ces deux expressions, on obtient

Az =)+ Ay —A2)y=0

et par liberté de la famille (z,y), on aboutit & Az = Ay.

O

2.10 Inversion par sommation géométrique des
endomorphismes nilpotents

ExXERCICE 2.10.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension
n € N* et u € Z(E). On suppose que u est nilpotent.
Montrer que Idg — u est bijective et déterminer son inverse.

PRropPoOSITION 2.10.1 — Formule de
BERNOULLI.
» SoruTION. D’aprés le cours sur la réduction des endomorphismes, n—1
u™ = 0. Alors, comme Idg et v commutent, ® =P = (@=0) E akpn—k—1
n—1 k=0
dg =Idg —u" = (Idg —u) o § uk
k=0

On en déduit que Idg — u est inversible et que

n—1
(ldg —u)~ ! = Zuk
k=0

Un résultat analogue : [cite : Fred JEAN]

PROPOSITION 2.10.2 — Série de NEUMANN. Si une matrice
A € M, (R) vérifie A < 1, alors la matrice I,, — A est inversible.

B DEMoONSTRATION. En effet, pour une telle matrice A, la série
oo
Z AF est convergente (car normalement convergente). En faisant

k=0
alors tendre p vers l'infini dans I’identité

p P
ZAk (In — A) = (In — A) ZAk =1, — AP+,
k=0 k=0
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énoncé de [7]

oo

on obtient que la matrice I,, — A est inversible, d’inverse Z AF | puisque
k=0

AP — 0 quand p — oo. O

2.11 Matrices de taille 3 d’ordre de nilpotence égal
a?2

ExXERCICE 2.11.1 Déterminer toutes les matrices M € #3(K)
telles que M2 = 0.

» SOLUTION.

> Si M est la matrice nulle, elle est solution de I’équation.

> Supposons que M n’est pas la matrice nulle. Soit ¢ I’endomor-
phisme canoniquement associé & M.
Comme M est non nulle, existe donc un vecteur = tel que
p(z) # 0. Par le théoréme du rang,

Rgyp + dimKer p = 3.

Comme M2 = 0, Imy C Kery et donc Rgy < dimKery et
comme Rgy > 1 (car M # 0), nécessairement,

Rgy =1et dimKery = 2.

Comme ¢(z) € Kerg, il existe z € Kery tel que la famille
{p(z), z} est une base de Ker ¢.

Montrons que la famille .# =f {z, p(z), z} est libre.
Soit (a, 8,7) € K3 tel que

oz + Bo(x) + vz = 0.
En composant cette relation par ¢ on obtient immeédiatement
a =0 car z € Kerp et ? = 0. La liberté de la famille {¢(z), 2}
permet de conclure.

0 0 O
La matrice de ¢ dans cette base est A 1 0 o
0 0 O

Les matrices solutions sont donc dans ’ensemble
o {{0} u{PtaprpPe GLg(K)}}.

> Réciproquement, comme A2 = 0, toutes les matrices de . sont
nilpotentes d’ordre 2.

Finalement I’ensemble des solutions est .. <

2.12 Famille libre engendrée par un endomorphisme
nilpotent

EXERCICE 2.12.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
n non nulle et f € Z(FE) un endomorphisme nilpotent d’ordre de
nilpotence égal & p > 1. Montrer qu’il existe un vecteur zg € E tel



que la famille .7 =

= (xo, f(zo),..., fpfl(aco)) est une famille libre.
En déduire que p < n.

» SoruTiOoN. — Justifions tout d’abord ’existence de xg € FE tel
que fP~1(zg) # 0. Par définition, I’ordre de nilpotence p est
le plus petit entier tel que fP est ’endomorphisme nul. Ainsi
fP~! n’est pas ’endomorphisme nul et il existe zg € E tel que
fP=(xo) # 0.

— Soit (Ag,...,Ap—1) € KP tel que

Xozo + A1 f(zo) + - + Ap—1fP " (20) = 0. (*)

L’objectif est de montrer que les \; sont tous nuls. Pour cela nous
allons composer cette relation par une succession d’applications
qui permettrons d’isoler chacun des coefficients et de conclure
sur leur nullité.

En composant la relation (x) par fP~! on obtient

p—1
Mo fP 7 @o) + Y AefHHP N (o) = 0.

k=1

Or 'endomorphisme f est nilpotent d’ordre p donc le deuxiéme
terme est nul et comme fP~!(zp) # 0, nécessairement Ao = 0.
En composant la relation (x) successivement par fP~F pour
k € [2,p — 1] on obtient A\; =0,...,A\p—1 =0.
Finalement, la famille .% est libre.

— Nous venons de construire une famille libre de p éléments dans
un espace de dimension n donc p < n.

On tire de cet exercice un résultat intéressant :

ProPoOsITION 2.12.1 — Majoration de ’ordre de nilpotence.
Considérons un endomorphisme nilpotent sur un espace E de di-
mension finie ; son ordre de nilpotence est majoré par la dimension
de l’espace E.

2.13 Matrices de rang 1

ProprosiTION 2.13.1 — Caractérisation des matrices de
rang 1. Une matrice A € #p p(R) est de rang 1 si et seulement
s’il existe deux matrices colonnes non nulles (pas nécessairement
uniques) X € 4y, 1(R) et Y € 1 (R) telles que A= XY T.

B DEMONSTRATION. (=) Soit A € #y, »(R), une matrice de rang
1. On note C1q,...,Cp ses colonnes. L’hypothése Rg A = 1 se
traduit par le fait que les colonnes de la matrice A sont propor-

: S of
tionnelles. Autrement dit, il existe un vecteur X = (x1- )T

et (A1,...,Ap) tous non nuls tels que

vk € [1,p], Cr = A X.
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En posant Y def (M- Ap) T, on peut écrire A = XY T.

(«=) Soient X € #y,,1(R) et Y € .#p,1(R), deux matrices colonnes
non nulles.
On note ¥ &' (y1---yp) | ot aucun des y; n’est nul. Alors,

XY =X % (y1---p) = [11 X - ypX]

Les colonnes de la matrice résultante sont proportionnelles donc
cette matrice est de rang égal & 1.

REMARQUE 2.13.1 Il n’y a pas unicité du couple (X,Y). En effet
si ce couple convient, le couple (2X , %Y) convient aussi.

ExERCICE 2.13.1 Soit A une matrice carrée de rang 1. Montrer
qu'il existe A € K tel que A2 = \A.

» SoruTION. D’aprés Section 2.13 on the previous page, il existe
X € Mpni(R) et Y € Mp1(R) telles que A = XY 7. Ainsi,

A2 = (xy ") (xyT)

=X (YTX) yT
——

def
=€k

A% =)A

De plus A = Tr A. <

Compléter avec le probléme 2 Partie I de CCINP PSI 2022.

e a
EXERCICE 2.13.2

1. Montrer que A2 = Tr(A)A.

2. En déduire que la matrice A est diagonalisable si et seulement
si Tr A # 0.

3. Montrer que si Tr A # 0, alors la matrice A est semblable
dans ., (R) a la matrice Diag(0,...,0, Tr A).

4. On suppose que Tr A = 0 et on désigne par f ’endomorphisme
de #,1(K) canoniquement associé & A.

a) Montrer que U € Ker f et justifier ’existence d’une base

de Ker f de la forme (E1,...,E,—2,U).

b) Soit W & V%VV’ Montrer que (E1,...,Ep—_2,U, W)

est une base de 4,1 (K) et écrire la matrice de f dans
cette base.

¢) En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle
sont semblables dans ., (K).

» SOLUTION. 5


https://www.elearning-cpge.com/classique/classiques-reduction/
https://www.elearning-cpge.com/classique/classiques-reduction/

2.14 Sous-espace engendré par les matrices

nilpotentes

EXERCICE 2.14.1 Déterminer le sous-espace vectoriel de ., (K)
engendré par les matrices nilpotentes.

» SoruTioN. On note

N Tensemble des matrices nilpotentes,

I I’ensemble des matrices de trace nulle.

Nous allons montrer que Vect(WN) = J.

L’ensemble I est le noyau de la forme linéaire non nulle qu’est la trace,
c’est donc un hyperplan de .#;,(K) et est de dimension n? — 1.
Raisonnons par double inclusion.

(S

Comme le spectre d’une matrice nilpotente est réduit a 0, toute
matrice nilpotente est semblable & une matrice triangulaire a
éléments diagonaux nuls. La trace étant un invariant de similitude,
toute matrice nilpotente est de trace nulle.

On en déduit le méme résultat sur la trace de toute combinaison
linéaire de matrices nilpotentes.

Les matrices E;; de la base canonique avec 7 # j sont nilpotentes
d’ordre 2. Ces matrices engendrent ’espace des matrices de
diagonale nulle. Il nous reste donc & obtenir I’espace des matrices

diagonales de trace nulle. L’ensemble I est engendré par

{Eké +Ei; — Ejj

k;éz,i;éj}.

Les matrices E;; —E;; avec i # j engendrent l’espace des matrices

diagonales de trace nulle. Ces matrices ne sont pas nilpotentes

mais on va pouvoir les obtenir comme combinaisons linéaires de

matrices nilpotentes.

Regardons déja le cas n = 2. Une matrice nilpotente de trace nulle

avec 1 et —1 sur la diagonale, doit étre de rang 1. On constate
-1

1 -1

une matrice analogue de taille n.

Pour 2 < i < n, considérons alors la matrice

effectivement que est bien nilpotente. Construisons

def

F; = E11 — E1; + Ei1 — Eis.
Cette matrice étant de rang égal a 1, d’aprés Section 2.13 on the
facing page F? = Tr(F;)F; = 0 puisque Tr(F;) = 0. Les matrices

F; sont donc nilpotentes.
Ainsi I’espace Vect(N) contient F; + E1; — E;1 = E11 — E4; pour

2 <1 < n et donc 'espace des matrices diagonales de trace nulle.

On a ainsi montré que Vect(N) = 7. <

pu
DEFINITION 2.14.1 — Hyperplan. Soit

E un K-espace vectoriel de dimension n €
N*. Un sous-espace vectoriel H de E est
un hyperplan de E si dimH =n — 1.

L

THEOREME 2.14.1 — Hyperplan &
Formes linéaires. Si ¢ est une forme
linéaire sur E non nulle, alors Ker ¢ est
un hyperplan de E.

Source : [8] p. 12

1 0 0 -1 0
0
0

Fe=11 o 0 -1 0
0
0 0
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2.15 Produit de matrices nilpotentes
commutantes

ExXERCICE 2.15.1 Soient A et B deux matrices de .#,(C) qui

Source : [5] commutent.

1. On suppose que B est nilpotente.

a) Montrer que A + B est inversible si et seulement si A
est inversible.
b) Montrer que det(A + B) = det(A).

2. Soient Aj,..., A, des matrices nilpotentes qui commutent
deux a deux. Montrer que A1 X --- X Ay = 0.

Source : [4] Planche no 5. Réduction. Corrigé » SOLUTION.
> Si u est inversible,
det(u 4+ v) = det(u) < det(u)xdet (Id + u_lv) = det(u) < det (Id +u

Les endomorphismes u et v commutent et donc u~! et v égale-

ment ¢ . Mais alors, puisque v est nilpotent, ’endomorphisme

w1y Pest également. Il reste donc a calculer det(Id + w) ou

w est un endomorphisme nilpotent. On remarque que det(Id + w) =
(—=1)™xw(—1). Il est connu que 0 est I'unique valeur propre d’un

=vou Tt =uTtow endomorphisme nilpotent et donc x., = X" puis det(Id + w) = 1.
Le résultat est donc démontré dans le cas ou u est inversible.

> Siwn’est pas inversible, u+xId est inversible sauf pour un nombre
fini de valeurs de = et commute toujours avec v. Donc, pour
tout z sauf peut-étre pour un nombre fini, det(u + zId + v) =
det(u + zId). Ces deux polyndémes coincident en une infinité de
valeurs de = et sont donc égaux. Ils prennent en particulier la
méme valeur en 0 ce qui refournit det(u + v) = det u.

duoOvV=vOou

—1
= v =u ocvou

» SOLUTION. 1. Comme les matrices A et B commutent, elles
sont cotrigonalisables (lien vers ’exercice correspondant). De
plus comme la matrice B est nilpotente, dans toute base dans
laquelle elle est triangulaire, sa diagonale est nulle (le spectre
d’une matrice nilpotente est réduit a 0). Ainsi dans une base de
cotrigonalisation des matrices A + B et A, leur diagonale sont
égales et donc leur déterminant (qui sont égaux au produit des
termes diagonaux).

2. Comme les matrices Aj,..., A, sont trigonalisables et com-

Source : [ghp. 117 0« x mutent, elles sont cotrigonalisables : il existe donc T1,...,Tx

A+B~ | o .l S+l e . triangulaires supérieures strictes et P inversible telles que A; =
0 0 An 0o 0 o0 PTI-P%,_1 pour tout ¢ € [1,n].

Montrons par récurrence sur k € [1,n] que les coefficients en
position (4,7) avec ¢ > j — k + 1 de la matrice T - - - Ty, sont nuls.

— Pour k£ = 1, il s’agit simplement de la définition d’une
matrice triangulaire supérieure stricte.

— Soit k € [1,n — 1] telle que les coefficients en position (4, j)
avec i > J — k + 1 de la matrice T - - - T}, sont nuls.



Soit (3, 7) tel que ¢ > j — k. Avec des notation évidentes,

n
(11 Thyaliy = Z[Tl < Tli e[ Trgile,;

=1
Jj—1

comme T} 41 € ’7n++ = E [Tl .- 'Tk]i,Z[Tk+1]Z,j
=1

=0, cari >0—k+1.

La récurrence est terminée et I’on en déduit en considérant le
cas k = n que la matrice T - - - Tp, est nulle. En conclusion,

Ay Ap =PTy--- TP~ =0.

Deuxiéme démonstration :

LeEMME 2.15.1 Soit u et n deux endomorphismes de E tels
que u est non nul, n est nilpotent et w o n = n o u. Montrer
que Rg(uon) < Rg(u).

Source : [9] p. 33

B DEMONSTRATION. Comme u et n commutent, n laisse stable
Imu. Notons n endomorphisme induit par n sur Im«. Comme
n est nilpotent, 7 est également nilpotent et donc, en particulier,
non inversible.

La formule du rang appliquée a 7 donne alors :

Rgu = dimImu = Rgn + dim Kern > Rgn.

On conclut en remarquant que Imn = n(Imu) = Im(nou). <

Revenons a la démonstration du résultat.

Soit A1, ..., An des matrices nilpotentes qui commutent deux & deux.
On suppose qu’elles sont toutes non nulles car si ¢a n’est pas le cas, le
résultat est immeédiat.

D’aprés le lemme,

0< Rg(A1---An) <Rg(A1---Ap_1) <--- <Rg(A41) <n.

Donc Rg(A1---An) =0et Ay --- Ay, est la matrice nulle. <

2.16 Si AB—-BA=A...

ExeERcCICE 2.16.1 Soient n € N*, A et B deux matrices de ) _

My, (R) telles que AB — BA = A. Montrer que pour tout p € N*, SOF\I‘CE : Exercices de J.-L. RoucEeT (ficoo118
exo 28)

Tr(AP) = 0.

» SoLuTION. Soit p € N*. On écrit

AP = AP"Y(AB — BA) = APB — AP"1BA.

PROPOSITION 2.16.1 — Propriétés de
la trace. Soit (A, B) € ., (K)2.

Tr(AB) = Tr(BA).


http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00118.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00118.pdf
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Source : [1] p. 47

Source : [5]

Source : [5] Chg, Th2

N

THEOREME 2.17.1 — Sommes directe

& Applications linéaires. On suppose
m

que E = @E1 Pour tout indice i €
i=1

[1, m], on considére une application li-

néaire ¢; de E; dans F. Alors, il existe

2 une unique application linéaire ¢ de E

METHODE 2.17.1 ¢

N

A

On composant cette relation par la trace on obtient d’aprés ses pro-
priétés
Tr(AP) = Tr(APB) — Tr ((AP~' B)A)
= Tr(APB) — Tr (A(AP~'B))
Tr(AP) = 0.

EXERCICE 2.16.2 Soient n € N*, A et B deux matrices de .#, (R)
telles que AB — BA = A.

1. Montrer que la matrice A n’est pas inversible.
2. Montrer que pour tout k € N*, AB* — B*A = kAF. En
déduire que la matrice B est nilpotente.

2.17 Application du théoréme de recollement

.
ExERCICE 2.17.1 Soient E et F' deux espaces vectoriels de
dimension finie et f € Z(E, F'). On note

def

A= {gef(F,E))fogof:O}.

Déterminer la dimension de J# en fonction de dim E, dim F' et

Rg f.

» SoruTIiON. — On montre que 7 est un sous-espace vectoriel
de Z(F, E). Soit W un supplémentaire de Im f dans F.
— Nous allons construire un isomorphisme entre # et un ensemble
dont on peut calculer la dimension ¢ . On pose

H — L(Im f,Ker f) x L(W,E)
P
gr— (g\ Im f> 9| Kerf)
Montrons que 1 est un isomorphisme.

> Montrons que ¢ est bien définie :
soient z € E et g €

$(9)(@) = (9)1m (@), 9w (2)) -

De plus, Img o f C Ker f donc g1, y € Z(Im f, Ker f).

(Foge )@ = F(3($))) = 1(g11m ) =0
~ ~——
def €Ker f
=y
La linéarité est triviale.
> Montrons que v est surjective.
Soit (g1,92) € Z(Im f,Ker f) x L (W, E).
Par théoréme de recollement des applications linéaires, il
gltm f = 91

existe une application g € Z(F, E) telle que
gw = 92



Soit z € E, (fogof)(z) = f(g(i(f_,)) = f(\gl (f(x)),) -
Im f €Ker f

m

0 donc g € JZ et 1) est sujective.

> Montrons que ¥ est injective.
Soit g € Ker . Alors (g‘ Imf,g\w) = (OZ(F,E)v Og(RE)).
Donc g = 0 (r,g) et Kery) = {0 (p gy} soit 1 est injec-
tive.
Finalement, 1 est un isomorphisme.
Il y a donc égalité des dimensions entre les espaces de départ
et d’arrivée de 1. Ainsi,

dim # = dim (Z(Im f, Ker f)) + dim (Z(W, E))

=Rg f xdimKer f +dimW x dim E

=Rgf X (dimE —Rgf)+ (dimF —Rg f) x dim FE
dim 7 = dim Edim F — (Rg f)?

REMARQUE 2.17.1 Sidim F = dim F' et que f est bijective,
le résultat est cohérent. De méme si f =0 (p F)-

<
Une solution plus visuelle :
» SoLuTION. Soit W un supplémentaire de Im f dans F': Im f@W =
F et soit V un supplémentaire de Ker f dans E : Ker f &V = E.
Soit # & (e1,...,er,€r41,...,€p) une base adaptée a la décomposi-
tion Im f @ W = F et soit %’ def (E1y--+yEn—ryEn—rigl,y...,En) UNE
base adaptée a la décomposition Ker f &V = E.

g€ H < g(Imf)CKerf
* ok
<= Matg x/(9) = (0 *>

a finir.... <

2.18 Rang des puissances d’'un endomorphisme
nilpotent

ExeErcICcE 2.18.1 Soient E un K-espace espace vectoriel de
dimension n et u € Z(F) nilpotent de rang n — 1. Déterminer le
rang u* pour k € N*.

» SoruTION. On a, par hypothése, dim(Keru) = 1 et la chaine
d’inclusions

{0} = Ker(u®) C Ker(u) C --- C Ker(u" 1) C Ker(u") = E

Source :

[o]
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Source : [4] Planche no 2. Révisions algébre
linéaire. Espaces vectoriels

puis, pour tout k > n,Ker(u") = E.
Si k € [0,n] alors

Ker(uft1) — Ker(u®)
UL -

définit une application linéaire dont le noyau est Ker(uF*1) N Ker(u),
soit Ker(u).

Le théoréme de rang fournit dim(Ker v*) > Rgu, = dim(KeruFt1)—1
d’ott dim(Ker u**+1) — dim(Keru*) € {0, 1}.

On en déduit déja que pour tout k € [0, n], dim(Ker u*) < k.

il existe k dans [0,n — 1] pour lequel dim(Ker u**1) = dim(Ker u*)
alors Ker uf = Keru*t! et, pour p € N, ... <

2.19 Rang d'un endomorphisme nilpotent

EXERCICE 2.19.1 Soient E un K-espace vectoriel de dimension n,
u € Z(E) tel que u™ = 0 et u?~! # 0. Déterminer le rang de wu.

Il s’agit de la réciproque de I’exercice précédent.

» SoruTION. D’aprés l'exercice référence il existe xg € E tel que la

famille (uk(:co)) est une base de E. La matrice de u dans
0<k<n—1
cette base est
0 - .- 0
1
0 1 0
une matrice de rang n — 1. <

2.20 [4] Planche no 3. Révision algeébre linéaire.
Matrices

N
EXERCICE 2.20.1 Soient E un C-espace vectoriel non nul de
dimension finie n et f un endomorphisme de E tel que pour tout
z € E, il existe p € N* tel que fP(z) = 0. Montrer que f est

nilpotent.
& Vy

.
EXERCICE 2.20.2 Soient E = K, [X] et u est 'endomorphisme
de E défini par : VP € E,u(P) = P(X +1) — P.
1. Déterminer Keru et Im u.
2. Déterminer explicitement une base de E dans laquelle la
matrice de u s’écrit

0 1 o --- 0




ExeErcICE 2.20.3 Calculer I'inverse de la matrice

06 g

()

EXERCICE 2.20.4 Soit A € #,(K). Calculer le déterminant de
sa comatrice.

7

» SoLuTioN. On a toujours Acom AT = det(A)l,. Par passage
au déterminant et puisqu’une matrice a méme déterminant que sa
transposée, on obtient

det(A) det(com A) = (det A)™.

— Sidet A # 0, on en déduit que det(com A) = (det A)"~ 1.

— Sidet A=0, alors Acom AT =0 et donc com AT est soit nulle,
soit diviseur de zéro, et donc dans touts les cas non inversible. Il
en est de méme de com A et donc det(com A) = 0 = (det A)"~1.
Finalement,

VA € Mp(R),det(com A) = (det A)" L,

EXERCICE 2.20.5 Soit A € ., (K). Etudier le rang la comatrice
de A en fonction du rang de A.

ExERCICE 2.20.6 Existe-t-il deux matrices carrées A et B telles
que AB— BA=1,.

» SoLUTION. Soit n € N*. Supposons qu’il existe deux matrices A
et B dans .#, (K) telles que AB — BA = I,,. Alors, en composant cette
relation par la trace on obtient, par linéarité,

Tr(AB) — Tr(BA) = n,
or Tr(AB) = Tr(BA) donc on aboutit & n = 0 ce qui est absurde.

Finalement, il n’existe pas de tel couple. <

EXERCICE 2.20.7 Soit f une forme linéaire sur .4, (C) (n > 2)
telle que V(A, B) € #,(C), f(AB) = f(BA). Montrer qu’il existe
un complexe « tel que f = aTr.

ExXERCICE 2.20.8 Pour A matrice nilpotente donnée, on pose
def R AF
exp(4) = > 4r-
k=0

1. Montrer que si A et B commutent et sont nilpotentes alors
A + B est nilpotente et exp(A + B) = exp(A) X exp(B).
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2. Montrer que exp(A) est inversible.
3. Calculer exp(A) ou A est un bloc de JORDAN.

EXERCICE 2.20.9 Soient A € #32(R) et B € > 3(R) telles que

8 2 =2
AB = 2 5 4 |. Justifier existence de A et B puis calculer
-2 4 5
BA.
& I

.
EXERCICE 2.20.10 Montrer que tout hyperplan de .#,(R)

contient des matrices inversibles.
\

N
EXERCICE 2.20.11 Soient Ap,..., A, des matrices distinctes et
inversibles de ./, (R) telles que G < {A1,..., Ap} soit stable par
la multiplication.

Soit A = A1+ ---+ Ap. Montrer que Tr A est un entier divisible
par p.

2.21 Un endomorphisme nilpotent
N
ExXERCICE 2.21.1 Soit E un C-espace vectoriel de dimension
finie, & € C*, et f, g des endomorphismes de F tels que :
fog—gof=af et g estdiagonalisable.
1. Montrer que pour tout entier naturel non nul n,
frog—gof"=naf".

2. En déduire que f est nilpotent.




DETERMINANTS

L’utilisation des matrices et des déterminarts
I’étude systématique des systémes linéaires m

siécle. Alors que LEIBNI1Z et MACc LAURIN avaient déj
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def
Toep,,(a, b, c) =

3.1 Déterminant tridiagonal

DEFINITION 3.1.1 — Matrice tridiagonale. Soit n € N*. Une
matrice M, % (mi,;) € Mn(K) est dite tridiagonale si

¥(i,4) € [1,n]?, mi; =0si |i—j| > 1.

Pour mettre en avant la structure de la matrice M,,, on I’écrit sous la
forme

REMARQUE 3.1.1 Les matrices de la suite (M )nen* sont imbri-
quées les unes dans les autres de telle maniére que pour n > 1,

q ) def
ProprosITION 3.1.1 — Relation de récurrence. On note D,, =

det M,,. La suite (Dy)nen* vérifie la relation de récurrence linéaire
d’ordre deux

Dp =anDp_1 —bn_1cn_1Dn_2.

B DEMONSTRATION.

D, = bn-1
Cn—1 1 Qan
My |,
= ap det(My—1) + (=1)" 11 n—2

anDpn_1 + (*1)n71bn—1(71)n72cn—1 det(Mn—Q)

Dyp =anDp_1 — bn—lcn—an—Z

O

CorOLLAIRE 3.1.1 Si les trois diagonales sont constantes, res-
pectivement égales & c,a et b alors

D, =aDy,_1 —bcDy,_o.

- Ces matrices sont des matrices de ToEPLITZ tridiagonales. Nous les
b noterons Toep,, (a, b, ¢) (notation non standart).



PROPOSITION 3.1.2 — Spectre d’une matrice de TOEPLITZ.

Sp (Toepn(a,b,c)) = {a+2\/&cos( k:l) ‘ ke [[l,n]]}.

n

- . def
B DEMONSTRATION. Dans toute la suite on note A,, = det (Toepn(a, éoq})e : How to find the eigenvalues of tridia-
D’aprés le Déterminant tridiagonal, (corollaire 31) gonal TOEPLITZ matrix? (deuxiéme réponse)
math.stackexchange.com

Ap =alp_1 —bcA,_o

avec Ag = 1 et A1 = a. On trouve

A, =

1 a+ Va2 — 4bc n+1_ a—+Va? — 4be i
va? — 4be 2 2

Cette expression s’annule lorsque

a—+va2—4bc 1- 1*%

> =
a++Va? — 4be 1+,/17%
est une racine (n + 1)-éme de 'unité que ’on note wg.

Alors
4be ! (wkf1)2_ 2wy,
a? we+1/) " (wp+1)2

et

1
a= :i:wk + 2V be.
2/wi

« The coefficient in wy, is real and can be written »

(757
cos .
n+1

Enfin, en remplagant a par a — A, on a montré que

)\:a:I:Q\/bccos( km )
n+1
O

( )
METHODE 3.1.1 Le calcul du déterminant d’une matrice tridia-

gonale consiste & déterminer la relation de récurrence vérifiée par

le déterminant puis & trouver ’expression du terme général a 'aide
des formules sur les suites récurrentes linéaires d’ordre deux.

&

Mettons en pratique.
.
ExERCICE 3.1.1 Pour tout x réel, déterminer le déterminant de

taille n
2x 1

def | 1 2x

Apn(z) =



https://math.stackexchange.com/questions/955168/how-to-find-the-eigenvalues-of-tridiagonal-toeplitz-matrix
https://math.stackexchange.com/questions/955168/how-to-find-the-eigenvalues-of-tridiagonal-toeplitz-matrix
https://math.stackexchange.com/questions/955168/how-to-find-the-eigenvalues-of-tridiagonal-toeplitz-matrix

récurrence
Up42 = aUp41 + buy, Vn € N,

L’équation caractéristique (&) associée
est
r2 —ar—b=0.
— Si (&) posséde deux racines distinctes
71,72 € K2 alors il existe (A, ) € K?
tel que pour tout n € N,

Wy = )\7‘;1 +u'rg.

— Si (&) posséde une racine double rgK
alors il existe (X, u) € K2 tel que pour
tout n € N,

up = (A + np)rg.

— Si (up) est une suite a valeurs réelles
(&) posséde deux racines conjuguées
distinctes r1 2 = pej:“9 alors il existe

(A, ) € R? tel que pour tout n € N,
up = p" (A cos(On) 4+ psin(6n)) .

Source : [1] p. 71

NANTS

» SoruTION. Soit z € R. D’apreés la remarque précédente, on obtient
la relation de récurrence linéaire d’ordre 2

An(x) = 21:An,1(a:) — Anfg(il‘)
d’équation caractéristique
2 —
r*—2zr+1=0.

Son déterminant a pour expression 4(z? — 1).
A finir... <

3.2 Déterminant des |a; — a;]

EXERCICE 3.2.1 Soient n > 2 et (ag,...,an) € R™*1. Calculer
le déterminant de la matrice dont 1’élément ligne 7, colonne j est
lai—1 —aj—1].

3.3 Déterminant de CAUCHY

4 )
DEFINITION 3.3.1 — Déterminant de CAucHY. Le déterminant

de CaucHY est un déterminant de taille 7 et de terme général —L

ot les complexes (a1, ...,an) et (b1, ...,by) sont tels que pour tout
a1$b1  aitbz  aitbn
def | ag+by az+b2 T agtb,
n =
1 1
antbi  antbs an+bn
& I
<

ProprosiTION 3.3.1 — Expression du déterminant de CaAu-
cHY. Le déterminant de CAUCHY a pour expression

H(aj —a;) H(bj —b;)
1<J 1<J

[I(ai + ;)

0,3

Cn =

B DEMONSTRATION. On raisonne par récurrence sur n.
Premiérement, faisons apparaitre une ligne de 1 en multipliant toutes
les colonnes par an + b;.

Par n-linéarité du déterminant,

an+bi an+bn
a1+by a1+bn
C 1 : :
" n an+by an+bp
H (an +b;) | an—1+b1 ap_1+bn
i=1 1 s 1

Ensuite, pour faire apparaitre des o & la fin des n—1 premiéres colonnes,
soustrayons la derniére colonne a toutes les autres.



Vi) e[n—1p2, Sotb_gntbe (i o) —b)
ai+bj  aitby  (a;i +b5)(a; +bn)

(an—a1)(bp—>b1) . (an—a1)(bn—bn_1) an+bn
(a1+b1)(a1+b,,) (a1+bp—1)(a1+b,) a1+by
. 1 . . .
n = : : :
o (an—an_1)(bn—b1) (an—an_1)(bn—bn_1) an+by
[I(an +0) |G 56000, 700 (an—14bn_1)(cy 1 100)  an_1+bn
i=1 0 0 1

Factorisons par les termes communs aux lignes et aux colonnes.

n—1 n—1 1 1 *
[ (an —ai) [T (on —ba) | 2™ @tint
i=1 i=1 . : :
Cn n n—1 1 1
(a +b;) (a; + by) |@n—1Fb1 ap—1+bn—1
1;[1 n e 1l o 0 1

Finalement, en développant par rapport a la derniére ligne on trouve
la relation de récurrence :

n—1
_ 1 (an — a;)(bn — b;)
Cn = an + bn <Hl (an+bz)(az+bn) Cn71

Comme C; = , on obtient par récurrence

H(aj —a;) H(bj —b;)

1
a1+b1

C, = i<j i<j
[1(ai +b5)
3
|
REMARQUE 3.3.1 On peut aussi écrire
C _V(a17"'7an)v(b17"'7bn)
=
[1(ai +b5)
4,3
en notant V(au,...,an) le déterminant de la matrice de VANDER-
MONDE de la famille (a1, ..., an).
( )

METHODE 3.3.1 La méthode pour calculer ce genre de détermi-
nants « compliqués » est toujours la méme :

1. Raisonner par récurrence sur la taille de la matrice.

2. Faire des opérations élémentaires sur les lignes/colonnes pour
faire apparaitre une ligne/colonne composée de 1.

3. Soustraire les lignes/colonnes de maniére a obtenir une ligne/-
colonne presque composée uniquement de o sauf pour un seul
coefficient.

4. Développer par rapport a cette derniére et obtenir une relation
de récurrence sur le déterminant.
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[1] p. 82

3.3.1 Matrice de HILBERT

Le déterminant d’une matrice de HILBERT est un cas particulier du
déterminant de Cauchy.

DEFINITION 3.3.2 — Matrice de HiLBERT. Une matrice de
HILBERT est une matrice carrée de terme général

et 1
Les matrices de HILBERT sont souvent utilisées pour tester des ordina-
teurs ou leurs programmes censés inverser des matrices. Le fait que leur
déterminant soit rapidement trés petit rend l'inversion de la matrice
numériquement difficile et c’est ce qui fait la qualité du test.

3.4 Déterminant par blocs

e A
ExERCICE 3.4.1 A quelles conditions sur A, B, C' et D, des
matrices carrées d’ordre n, a-t-on :

A B
= — ?
c D’ det(A x D — B x C)
J
Rappel de cours :
PropPOsSITION 3.4.1 — . Soient T1,...,T), des matrices carrées et
T * Sl %
4% 0 T
: o -ox
o -~ 0 Tp

Alors,

P
det(A) = H det(T5).
=il

» SoruTIiON. D’aprés le rappel de cours,

AD — BC *

det(AD — BC) = 0 ol

On « remarque » que si les matrices D et C' commutent et que si la
matrice D est inversible alors

(& B)(% o) (70" 1)



3.5 Dérivée du déterminant

4 A
EXERCICE 3.5.1
1. Soient a;;, 1 < 4,5 < n, n? fonctions dérivables sur R a linéaire. Déterminants
valeurs dans C. Soit d &' det(ai7j)1<i7j<n. Montrer que d est
dérivable sur R et calculer d’.
2. Application : calculer
z+1 1 - 1
def 1 :
dn(z) =
: . . 1
1 cee 1 z+1
\ I

3.6 Déterminant de HUORwITZ

ExeBrcIcE 3.6.1 Calculer le déterminant de la matrice A € ., (R)
Source : [2]
de la forme
rnoa - a
b 7o
: . . a
b -+ b rp
& J

» SoLuTIiON. On pose

r+r at+zx a+x
def | b+ TrTo+x
f@=|"Tr
: t. a+x
b+zx b+z rnt+x

On cherche a calculer f(0).
Par multilinéarité du déterminant, f est de la forme

f(z) = az+ 6.

Or on peut calculer f en deux points.

f=0) =i -v

Si a # b, on en déduit que

Sia =b,det = limy_,, w régledel’ hpotial = limy_, 4 %{Qm)

=Q(a) — aQ'(a) <

Source : [4] Planche no 4. Révision algébre
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3.7 Matrice circulante modulo p

Ajouter un lien avec la section du déterminant circulaire.

ExXERCICE 3.7.1 Soit p premier et (ag,...,ap—1) € ZP. Montrer
que
ao al az -+ ap_1
ap—1 ao ar - ap—2
G2 -1 0 a3l =gty ap o]
ai as az --- ao

» SOLUTION.

det (C(ao, .., an—1))

Il
)
ol
o)
»
o
D
<
3
N——

N




REDUCTION DES
ENDOMORPHISMES

Diagonalisation

On doit 4 Camille JORDAN de nombreux résultats sur la réduction
des endomorphismes qu’il découvre notamment & travers I’étude des
groupes.

Le probléme fondamental de la réduction est bien celui de caractéri-
ser les classes de similitude de ’algébre £ (E) ou E est un K-espace
vectoriel de dimension finie ou, ce qui revient au méme, les classes
de similitudes de ’agébre .#y, (K). La recherche d’une matrice la plus
simple possible pour représenter un endomorphisme donné vise de mul-
tiples buts : calculer les puissances successives de cet endomorphisme,
son commutant, résoudre des systémes différentiels linéaires... Une
idée naturelle pour essayer de « réduire » ’étude d’'un endomorphisme
u donné a des choses plus simples consiste a essayer de décomposer
PI’espace vectoriel E en une somme directe de sous-espaces non tri-
viaux stables par u. Cela n’est évidemment pas toujours possible. Les
sous-espaces stables les plus simples sont ceux sur lesquels u coincide
avec une homothétie. On est ainsi naturellement amené a la notion de
valeur propre. Si A est un scalaire, on s’intéresse donc au sous-espace
E) = Ker(u— Aldg) appelé sous-espace propre pour la valeur propre A
lorsque celui-ci n’est pas nul. Le théoréme de décomposition des noyaux
nous assure que les différents sous-espaces propres d’un endomorphisme
sont en somme directe. Le cas ot la somme remplit tout I’espace E méne
a la notion d’endomorphisme diagonalisable : un tel endomorphisme
peut étre représenté par une matrice diagonale (il suffit de prendre une
base formée de vecteurs propres). Pour les endomorphismes diagonali-
sables il est alors trés facile de répondre a la question initiale de savoir
quand ils sont semblables : il faut et suffit qu’ils aient les mémes valeurs
propres et que les espaces propres associés aient la méme dimension. I1
est aussi facile, en se ramenant a une matrice diagonale, de calculer les
puissances d’un tel endomorphisme, son exponentielle (si on travaille
sur un sous-corps de C), son commutant...

Le texte suivant est extrait de [8] p. 169.

Camille JORDAN (1838 - 1922)
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4.1 Matrice a diagonale dominante

( A
DEFINITION 4.1.1 — Matrice 4 diagonale dominante.

Soit A L' (ai,5)1<i,j<n € #n(K). On dit que A est

— & diagonale dominante si

Vi € [L,n, laiil > ) lail,
k#i

— & diagonale fortement dominante si de plus l'inégalité est
stricte pour une valeur de 7 au moins,

— a diagonale strictement dominante si 'inégalité est stricte
pour tout 7.

LeMME 4.1.1 Toute matrice & diagonale strictement dominante
(psD) est inversible.

B DEMONSTRATION. Soit X & (z1---2n) T € Ker(A).

On pose [z | B max |x;]. La ligne ig de la relation AX = 0 donne

I
n
METHODE 4.1.1 Penser a poser . —
aig,jT; =0
def .
T | = max |z j=1
1<ig<n
soit
—Qig,igTig = E Qig,jTj

J#i0

d’ou, d’apres l'inégalité triangulaire,

@ig.iollziol < Y lasg slles] < lwiol D laigql.

J#io J#io
Comme |aig,io| > Y |ai,;| par définition de A, on en déduit que
J#io
|zio] = 0, autrement dit X = 0. Le noyau de A est donc réduit au

vecteur i.e. la matrice A est inversible.
Pour une autre démonstration voir [11] page 51. O

4.1.1 Localisation des valeurs propres

A défaut de ne pas toujours pouvoir calculer exactement les valeurs
propres d’une matrice, nous pouvons essayer de les localiser en restrei-
gnant autant que faire se peut le « domaine » dans lequel elles se
trouvent.

THEOREME 4.1.1 — Localisation des valeurs propres. Soit
A € Mn(K). Alors,

Sp(4) C O@(ai,iy Z |ai,k> .
=1

ki



B DEMONSTRATION. Soit A € Sp(A). La matrice A — AI,, n’est pas

inversible ¢ donc n’est pas a DSD i.e. pour tout ¢ € [1,n], ¢ Par définition det(A — Al,) = x4 (X) = 0.
lai,i — Al < E |ai,kl-
Le spectre de la matrice A est donc inclus dans la réunion des disques
de centre a; ; et de rayon Z Qg - O
ki
¢ Prenons un exemple en considérant la ma-
trice a coefficients complexes
( )
DEFINITION 4.1.2 — Disques de GErRscHGORIN. Ces disques if s 0.10 ; 131
sont nommés les disques de GERSCHGORIN ¢ (cf. théme Localisation o +21 1 0
des valeurs propres, Ch. 11 [5]) 1 2 0 812
: ’ Ci-dessous sont repr¢sentés ses disques de
. def GERSCHGORIN et les croi ondent a ses
COROLLAIRE 4.1.1 Soit A = (ai,j)lgi,jgn € M»(K). On note valeurs propres.
n n
def — y def —
= U«@<ai,i7 g |ai,k|> B = U 93(%,1‘, g |aj,i|>-
=1 k#1 i=1 JF#i
Alors,
Sp(A) C ENE'".
J X
B DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme 77,
Sp(A) C Eet Sp(AT) C E.
Or Sp(A) = Sp (AT) donc Sp(4) C ENE'. O

Ce corollaire permet de restreindre davantage le domaine ou se trouvent
les valeurs propres d’une matrice.

PROPOSITION 4.1.1 — . Soit A € #,(R) & DsD telle que a; ; > 0
pour tout ¢ € [1,n]. Alors det(A) > 0.

B DEMonsTRATION. det(A) = [] A Distinguer les vap com-
AESP(A)
plexes et réelles... O

4.2 Matrices stochastiques

. . . . e : T .
Les matrices stochastiques interviennent en probabilités. Si X et Y sont Source : Texte de [8] p. 59

. . . N def .
deux variables aléatoires a valeurs dans E = [1, k], alors la matrice
def

A= (a@j)lgingn S .ﬂk(R) définie par

def

aij = P(Y =j|X =)
est stochastique, ce qui par définition signifie qu’on a a;; > 0 et

k . /2 1/2 0
> ai; =1pour 1 <i<k. 3/4 1/8 1/8
=1 0o 1/3 2/3

L’évolution d’un systéme susceptible de prendre un nombre fini d’états 12
notés 1, ..., k est représentée mathématiquement par une suite (Xn)n>0

de variables aléatoires a valeurs dans E. C’est ce qu’on appelle un
1/2

3/4
1/8
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Source : Exercice 5, TD 11

processus aléatoire (ou stochastique). Si X, 11 s’obtient & partir de la
valeur de X, et d’un tirage au sort effectué selon une loi ne dépendant
que de cette valeur, on dit que le processus est une chaine de MARKOV.
Les exemples abondent : marches aléatoires, fortune d’un joueur, modé-
lisation de l'alternance des voyelles et des consonnes dans un poéme de
PoucHKINE (par MARKOV lui-méme), ou prévision (en probabilité) des
états successifs d’un signal pour améliorer la compression en traitement
du signal (SHANNON)

Techniquement, on dit qu’une suite de variables aléatoires (X, ) est
une chaine de MARKoOV si « la loi de ’état n 4+ 1 conditionnelle au
passé ne dépend que de ’état antérieur n », ce qui se traduit par

P(Xpi1=7|X0o=10,-.., Xn =in) =P(Xps1=j|Xn =in).

Si la matrice A est indépendante de n, on dit que la chaine de MARKOV
P(X,=1)
est stationnaire. Si, dans ce dernier cas, on pose Yy, def s
P(X, =k)
pour tout n > 0, on obtient Y,,1 = AY,, et donc Y, = A™Y).
Le comportement (probabiliste) d’une chaine de MARKOV stationnaire,
et notamment son comportement asymptotique, est donc entiérement
décrit par la donnée de la loi initiale Yy et des puissances de la matrice
A.
e A
DEFINITION 4.2.1 — Matrice stochastique. Une matrice sto-
chastique (matrice de transition d’une Chaine de MARKOV) est une

n
matrice P € #,([0,1]) telle que pour tout ¢ € [1,n], E iy = L
j=1
Autrement dit, chaque ligne de P est une vecteur de probabilité.
On dit que P est doublement stochastique si P et PT sont stochas-
tiques.

L’exercice suivant étudie le spectre d’une matrice stochastique.

p
EXERCICE 4.2.1 Soit P une matrice stochastique.

1. Montrer que 1 est valeur propre de P.

2. Soit v = (v1 - - ~vn)T un vecteur propre associé a la valeur
propre 1. En considérant |v;,| = max |v;|, montrer que le
1<i<n

sous-espace propre associé & Fp est de dimension 1.
3. Montrer que si A € C est une valeur propre de P, alors |\ < 1.
4. Soit A € C une valeur propre de P telle que |A\| =1 et un
vecteur propre associé.
a) Montrer qu’il existe un vecteur propre associé a A tel

que z = 1.

b) Montrer qu'’il existe ig € [1,n] tel que =1,

n
Z Pig,jTj
p=i|

n
c) Soit f I'argument principal de Z Pig,j ;- Montrer que
j=1
pour tout 5 € [1,n],Re (e*iewj) =1
d) En déduire que A = 1.

» SOLUTION. 1. 1 est valeur propre évidente de P de vecteur
propre associé v = (1,...,1)7.
2. Montrer que dim E1 = 1.



— Appliquer la méme méthode que la démonstration du lemme
d’HADAMARD.
Soit X = (x1,...,2n) " € E1. Montrons que X € Vect(v).

n n
On montre que |z;,| = Zpi07j$j‘ = Zpio,]-|x]-| et on
=1 j=1
n
écrit |@5y| = |Tig| Y Pig,;. D’otl, en faisant la différence,
j=1
pour tout j € [1,n], |zs| = |z |. De plus d’aprés la pre-

miére relation, il y égalité dans 'inégalité triangulaire et
donc les v; sont positivement liées. Finalement, pour tout
j € [1,n], vj = v, soit dim E; = 1.

3. Soit A € C une valeurs propre de P.
Poser X = (x1,...,%n) " un vecteur propre associé et appliquer
encore une fois la méme méthode ; poser |z;,| = max |z;|, écrire
1<i<n

en module la ligne ig de I'égalité AX = PX, diviser par |z, |
(qui est non nul d’aprés la question précédente) puis majorer par
1.

Pour les curieux, lire [11] page 59.

ProrosIiTION 4.2.1 — . Le Rayon spectral d’une matrice
stochastique est égal & 1.

4. Soit A € C une valeur propre telle que |[A| =1 et Z un vecteur
propre associé.

a) T # 0 car T # 0. x = £ qui est vecteur propre associé a A
T

et x = 1.
b) Il existe ig € [1,7n] tel que |z;,| = max |z;| =z = 1.
n
Bt [Azig| = Nllzip| = 1= | 3 pig.j7) -
j=1
¢) On peut écrire
n
Zpio,jxj =el? selon 4)b)
Jj=1

n
i6
=e€ E Pig,j
Jj=1

et
n
Zpio’j (xj — eie) =0,
j=1
n
Zpio’j (Jijeiig - 1) =0
j=1
et

n
Re Zpio’j (ccjefie — 1) =0
Jj=1
n
= Zpio’j (Re(xjefie) —1) =0

J=1 —i6
[I<lzje™ Y |z <z <1
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a compléter

donc |Re(zje~9)| < 1.
Somme de termes négatifs qui est nulle donc

vj € [0,n], Re(zje™%) = 1.

d) Soit j € [1,n].

lzje™0 = |z;| = \/Re(x]—e*w)2 + Im(zje10)2 = \/1 + Im(z;e'?)

1
donc Im(zjel’) =0 donc zjel =letz=¢? | : |. Pz =
1
1 1
ewP : = eig : =x.
1 1
<
4.3 Endomorphismes semi-simples
ProprPosITION 4.3.1 — Critére de diagonalisabilité dans

un R-ev. Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie, soit
f € Z(F). Alors f est diagonalisable si et seulement si tout sous-
espace vectoriel de ' admet un supplémentaire stable par f.

B DEMONSTRATION.

(<)

Supposons f diagonalisable. Soit F' un sous-espace vectoriel
quelconque de E. Soit (e1,...,em) une base de F. Puisqu’on
a supposé f diagonalisable, il exsite une base (v1,...,vn) de
E formée de vecteurs propres pour f. D’aprés le théoréme de
la base incompléte, on peut compléter la base (e1,...,em) de
F en une base (e1,...,em,€m+1,--.,en) de E, ol on rajouté
uniquement des vecteurs de notre base de vecteurs propres (c’est-
a-dire em+1, ..., en ont été pris parmi les v;). En effet, la famille
(e1,...,em) est libre, et elle est contenue dans la famille géné-
ratrice (e1,...,€m,v1,...,vpn), donc il existe une famille F de
vecteurs de E, telle que

(e1,...,em) CF C(e1,...,em,V1,...,0n)

et F a la fois libre et génératrice.

il manque une explication supplémentaire

On prend alors G = Vect(em+1, ..., en). Clest un supplémen-
taire de F' dans E, et il est stable par f car em+1,...,e, sont
des vecteurs propres de f.

Réciproquement, supposons que tout sous-espace vectoriel de F/
admet un supplémentaire stable par f. Considérons

P EB Ker(f — Ald)
XESP f

le sous-espace vectoriel de E formé de la somme directe des sous-
espaces propres de f. Si f n’était pas diagonalisable, F' serait
strictement inclus dans E. Soit H un hyperplan de E contenant



F. Alors par hypothése H admet un supplémentaire stable par
f. Ce supplémentaire est une droite, engendrée par un vecteur
propre de f. Mais c’est une contradiction car tous les vecteurs
propres de f sont dans H. Ainsi, f est diagonalisable.

O

Nous allons maintenant définir la notion d’endomorphisme semi-simple
en relachant un peu la condition de ’exercice ci-dessus : nous allons
seulement demander aux sous-espaces stables de posséder un supplé-
mentaire stable.

-

N
DEFINITION 4.3.1 — Endomorphisme semi-simple. Un endo-
morphisme u est dit semi-simple si tout sous-espace stable par u
admet un supplémentaire stable par u.

PROPOSITION 4.3.2 — Critére de diagonalisabilité sur un
C-ev. Soient E un C-espace vectoriel de dimension finie non nulle et
u € Z(FE). Alors Pendomorphisme u est semi-simple si et seulement

s’il est diagonalisable.

B DEMONSTRATION. (<) On suppose que ’'endomorphisme u est

=)

diagonalisable.

Son polyndéme caractéristique est scindé ce que ’on voit en met-
tant u sous forme diagonale, et par invariance de x par change-
ment de base.

Soit F' un sous-espace de E. Soit (e1,...,en) une base de vec-
teurs propres de u et (f1,..., fp) une base de F. Par le théo-
réme de la base incompléte, on peut compléter la famille libre

(f1,..., fp) en une base de E en rajoutant n — p vecteurs parmi
la base (e1,...,en), quitte a réindexer, on peut supposer que
c’est (€p41,...,€n), ces vecteurs engendrent alors un sous-espace

stable supplémentaire de F'.

On construit une base de vecteurs propres de la maniére suivante :
prenons un hyperplan H quelconque, il existe une droite stable
supplémentaire, donc dirigée par un vecteur propre e. Si on a
construit une famille libre de vecteurs propres (eq,...,eg), on
prend un hyperplan contenant Vect(eq,...,ex), et on trouve une
droite stable Vect(eyy1) supplémentaire & H. On conclut par
récurrence.

O

Notes de la correction vue en cours.

B DEMONSTRATION. (<) Soit F' un sev de E stable par f. Posons

g def f|F qui est diagonalisable car f l’est par hypothése.

Soit A une base de F formée de vep de g.

Soit #’ une base de E formée de vep de f (qui existe car f est
diagonalisable).

On compléte B est une base A de E en prenant des vep
(1, ,&r) de #’. On note (A1,...,Ar) les valeurs propres asso-
ciées.

On pose G = Vect(e1,...,er). De cette maniére, F' et G sont
supplémentaires. Montrons que G est stable par f.
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[1] p. 119

[5] (Exercice 12 TD 11)

Soit x = Z wig; € G. Donc f(z) = Z,uif(si) = ZHMiEi S

GetG est stable par f.
(=) Montrons que f est diagonalisable. On va montrer que E =

@EA(f)

XESP(f)
1. Somme directe :

On pose F = @E}(f) et Sp(f) = (A1,.--, Ar).

AEeSp(f)
T T
Soit z = z:zjlxl € Fouuz; € Ex (f). Alors f(z) = 2 Aix; €
cBx, (f)

F. Donc F est stable par f.

2. Montrons que F' = E.
Par hypothése, F' admet un supplémentaire G dans C",
stable par f. Montrons que G = {0} en raisonnant par
I’absurde.
On pose g = fjp. D’aprés le théoréme de D’ALEMBERT-
Gauss sur C, g admet au moins une valeur propre pu € C
de vep associé x,,. On montre que £, € FNG. Or F et G
sont supplémentaires donc x,, = Og : contradiction. D’otu le
résultat.

— Considérer Ry. a revoir

O

ExXERCICE 4.3.1 Décrire un contre-exemple & la réciproque dans
R, en dimension 2.

4.4 Autour du commutant

e A
DEFINITION 4.4.1 — Commutant d’une matrice. Soient A €
def

Mn(R) et C(A) = {M € Mn(R) | MA= AM}.

EXERCICE 4.4.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie
et u € Z(E). Démontrer que C(u) a une structure de K-espace
vectoriel puis que, si u est diagonalisable :

dim C(u Z dim? Ey (u
AESp(u)

» SOLUTION. <

_
EXERCICE 4.4.2 Soit A € #,(R).
1. a) Montrer que C'(A) est un sous-espace vectoriel de .4, (R)
stable par multiplication.
b) Montrer que si M € C(A) et M est inversible, alors
M-t eC(A).
2. Soit D une matrice diagonale dont les coefficients diagonaux
sont deux a deux distincts.

a) Déterminer C(D).



https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e11.pdf

b) Montrer que (In, D,..., D"_l) est une base de C(D).
3. On se limite au cas n = 2.

a) Déterminer les matrices A telles que dim C'(A) = 4.

b) Montrer que dim C(A) > 2.

¢) On suppose que dimC(A) > 3. En utilisant F B
Vect {E171,E1,2} ou G = Vect {Eg,l,Eg,g}, montrer
que A = Als.

d) Pour tout A € .#2(R), déterminer une base de C(A).

1. Montrer que C(A) est un sous-espace vectoriel de My (R).
Au lieu de redémontrer les propriétés d’un sev, on peut voir C(A)
comme le noyau de 1’application linéaire M — MA — AM
ce qui donne directement le résultat.

2. On veut montrer que M~1A = AM~1ie. A= MAM~! ce qui
est vrai car MA = AM.

3. — C(D) = Zn ('ensemble des matrices diagonales de taille n)

(ne pas oublier de montrer la double inclusion).
— Comme |4| = dim C(D), il suffit de montrer la liberté de

AB.
n—1
Soit (Ao, ..., An—1) € R™ tel que Y ApD¥ = 0,.
k=0
Revoir le caractére générateur avec les polyndémes d’interpo-
lation.
n—1
— Pour tout i € [L,n], > Apdi = On (*). Donc le
k=0
n—1
polynéme P = Z Ao XFE qui est de dégré n — 1 et
k=0

prosséde n racines distinctes et est donc le polynéme
nul. On en déduit que les \; sont tous nuls. La famille
2 est bien libre et forme une base de C(D).

— Les relations () forment un systéme de VANDERMONDE
de n équations & n inconnues. Comme les coefficients
d; sont deux a deux distincts, le systéme est inversible
et son unique solution est le vecteur colonne nul.

4. On se limite au cas n = 2.

a) Déterminer les matrices A telles que dim C(A) = 4.
C(A) = M>(R) car C(A) C #2(R) et il y égalité des di-
mensions.
Evaluer les commutant en les matrices de la base
canoniques de .Z>(R) : on trouve que A est scalaire.
Ne pas oublier de montrer la réciproque.
b) Montrer que dim C'(A) > 2.
Si A est scalaire, cf. question précédente.
Sinon montrer que la famille {Ig, A} C C(A) est libre.
¢) Enoncé...

4.5 Matrice circulante

DEFINITION 4.5.1 — Matrice circulante. Une matrice circulante
est une matrice carrée dans laquelle on passe d’une ligne a la suivante
par permutation circulaire des coefficients. Soit (co,...,cn—1) € C?,
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une matrice circulante est de la forme :
Co C1 c2 -+ Cp—1
Cn—1 Co C1 o Cn—2
Clco,. yeno1) = | Gn=2 Cen-1 0+ Cn-3
c1 c2 c3 - co
7

4.5.1 Réduction d’une matrice circulante

PROPOSITION 4.5.1 — Spectre d’une matrice circulante.

n—

k=0

ke [[O,n—l]]}.

B DEMONSTRATION. Pour alléger les notations, on pose

def

C = C(Co, . .,cnfl).

Nous cherchons a déterminer le spectre de la matrice C, ce qui ne
semble pas évident au premier abord (on se rend rapidement compte
que le calcul direct du polynéme caractéristique n’est pas une bonne
approche).

Notre démarche va consister & exprimer la matrice C comme un po-
lynéme évalué en une matrice dont on sait calculer le spectre. On en
déduira ensuite le spectre de la matrice C.

On pose
01 0 0
. 0o 0 . :
Jn = C(0,1,0,...0) = | - S € Mn(R).
0 0 1
1 0 0 0

On remarque que la matrice C s’écrit comme un polynéme en la matrice

¢ Exemple avec les puissances successives de Jn o . Plus précisément,

J3 .
0 1 o0 n—1
J3=(0 0 1 def
L G C=Y adk = Po(In).
0o 0 1 k=0
2=(1 0o o . P . PP
o 1 o0 Calculons le polynoéme caractéristique de la matrice J,,. Par définition,
def
1 0 o X3, = det(XI, — Jy,) soit
B=[o 1 o
0 0 1 X -1 0 0
0 X
X) = .
X1, (X) o
0 X -1
-1 0 0 X

En développant par rapport a la premiére colonne on trouve

X3, (X) = X x X714 (=1) x (=) x (1)t



soit
X1, (X)=X"—1.

Le polynoéme caractéristique de J,, est scindé a racines simples sur C
. . def 2w
donc J,, est diagonalisable et en posant w = e'n

Sp(Jn) =Up = {wk

ke [[O,nfll]}.

Ainsi,
Jn ~Diag(1,w,w2,...,w"71) L . R
¢ Si A=PDP™ " alors A" = PD¥P™ .
et donc, comme C = P¢(J ar linéarité e def <
’ (Jn), p ’ Soit Q(X) =Y g xk. Alors,
k=0

C ~ Diag (Pc(1), Po(w), Po(w?), ..., Po(w" 1)) .

Q(A) = ppkpt
Ainsi, Sp(C) = {Po(wk) ’ kelo,n— 11]}. O qu( )
k=0
=P quDk p!
k=0
PROPOSITION 4.5.2 — Déterminant d’une matrice circulaire. Q(A) = PQ(D)P™ .
n—1 /n—1 i
L4R)T
det (C(co,...,cn-1)) =
e ( (co Cn 1)) H chkexp (1 - )

j=0 \k=0

B DEMONSTRATION. Le déterminant d’une matrice est égal au pro-
duit de ses valeurs propres. O

4.5.2 Calcul des matrices de changement de base

Nous cherchons & déterminer une base de vecteurs propres de la matrice
C. Par le méme raisonnement que pour le calcul de son spectre, nous
allons d’abord déterminer une base de vecteurs propres de la matrice
Jn.

Nous avons montré que Sp(Jp) = U, = {wk

ke [[O,nfll]}.

Soit k € [0,n — 1], un vecteur propre de J, associé a la valeur propre

wk est
1
wk wh
def wzk w2k
Xk = 4.
¢ En effet, J,, X, = :
: wn—Lk
w(n—1k 1

k (n—1)k n)* k
o, . N et w"¥ X w = (w =1"=1.
Nous avons donc exhibé une famille de n vecteurs propres associés &  \atrice circulante — Wikipedia.org

des valeurs propres distinctes, soit une base propre pour J,.

Par conséquent, c’est aussi une base propre pour tout polynéme en Jy,
c’est-a-dire pour toute matrice circulante.

Nous avons donc déterminé la premiére matrice de passage a savoir

P= XXy

Le prochain exercice propose de calculer P~1.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Matrice_circulante
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. def o
EXERCICE 4.5.1 Soient n > 2 et w = 27/,
Source : [4] Planche no 3. Révision algébre i def .
linéaire. Matrices Soit P = (w(k_l)(l_l))1<k o Montrer que la matrice P est
IREXT

inversible et calculer P~ 1.

» SoruTioN. Calculons PP. Soit (k,£) € [1,n]?. Le coefficient ligne
k, colonne ¢, de P x P vaut

n

iw(k—n(j—l)w—u—n(e—l) - Z (wk—e)jfl,
j=1

j=1

— Si k = ¢, ce coefficient vaut n.
— Si k # £, puisque —n<k—€<neiquek—€¢0, wh=t £1. Le
coefficient ligne k, colonne ¢, de PP est donc égal a

1-— (wk’[)n 1—-1

T—wh— 1—wht =0

Finalement, PP = nl,. Ainsi, la matrice P est inversible a gauche et
donc inversible, d’inverse P~1 = %P. <

Finalement,

4.6 Que dire si M? est diagonalisable ?

ProPOSITION 4.6.1 — Critére de diagonalisabilité. Soient
n € N* et M € .#,(C). On suppose que la matrice M? est
diagonalisable. Alors M est diagonalisable si et seulement si
Ker M = Ker M?2.

B DEMONSTRATION. (=) Supposons que la matrice M est diago-
nalisable. Montrons que Ker M2 C Ker M (I’autre inclusion est
toujours vraie) o .

Voyons deux approches.
4 Soit X € Ker M. Alors,

MX =0 — Nous allons montrer I’égalité des dimensions de ces deux

espaces.

Soient u ’endomorphismes canoniquement associé a M

et # une base de diagonalisation de u. Le rang d’une

X € Ker M2, matrice diagonale étant le nombre de coefficients
diagonaux non nuls, Rg Mat 5 (u?) = Rg Mat g (u) donc
Rgu? = Rgu ¢ . Par le théoréme du rang, il s’ensuit que
dim Ker u? = dim Ker u.

— Soit X € Ker M2 i.e. M2X = 0 (). Montrons que M X = 0.
L’idée est de faire apparaitre un produit scalaire sur
I’ensemble des vecteurs colonnes d’une matrice i.e. une pro-
duit de la forme NTN.

Comme M? est diagonalisable, il existe P inversible et
D diagonale telles que M? = PDP~!. En remplacant
M? par cette expression dans (%) puis en multipliant &

d’ont
M(MX)=Mx0=0
et

4 Le rang est un invariant de similitude.



gauche successivement par P~1, (P~1)T et X T on trouve
XT(P~HTD2P~1X =0 soit

(DP1x)T(DP71X)=0.

Comme (C,C’) + CT x C' définit un produit scalaire sur
I’espace des vecteurs colonnes, on a DP~'X = 0 car il est
orthogonal & lui-méme et donc, en multipliant & gauche par
P, nous obtenons bien M X = 0.

(«=) Supposons que Ker M = Ker M2. Voyons encore deux approches.

— [o] p. 100 &
Comme M? est diagonalisable, il existe Q scindé & racines
simples vérifiant Q(0) # 0 tel que XQ(X) annule M2, c’est-
a-dire MQQ(MQ) =0. M diagonalisable <= 3P € Ann(M) sARs.
Alors, pour tout X € E, Q(M?)X € Ker M?; or Ker M2 =
Ker M par hypothése donc Q(M?)X € Ker M soit MQ(M?)X =
0.
Ainsi, XQ(X?) est un polynéme annulateur de M. 1l suffit
de remarquer que ce polyndéme est scindé a racines simples
(car les racines complexes de @ sont deux a deux distinctes
et non nulles) pour conclure avec le critére algébrique de
diagonalisabilité que M est diagonalisable.
— Une démonstration alternative consiste & montrer que, pour
tout A € C* de racines carrées distinctes p et p’, le sous-
espace propre u? associé & A se décompose avec les sous-
espaces propres u :

¢ La clé de cette démonstration est I’équiva-
lence

Ker(Aldg — u?) = Ker(uldg — u) @ Ker(u'Idg — u).

La condition porte alors que le sous-espace propre de u?
associé a 0, c’est-a-dire Ker(u2). Notes de cours 4 traiter
Raisonnons par analyse-synthése : soit A une valeur propre
non nulle de f2. Notons p une racine carrée complexe de .
Montrons que Ey(f2) = E.(f) & E—u(f).

z _ fl@)

2 2pn

Comme f? est diagonalisable, E est la somme directe des
sous-espaces propres de f2. On décompose chacun de ces
sep comme ci-dessus et on en déduit que E est la somme
directe des sep de f i.e. f est diagonalisable.

Onposeyz%—f—féz) et z =

4.7 Raciné carrée d’'une matrice

Source : Exo Maths X MP #7 - Racine d’une matrice — share.miple.co

PROPOSITION 4.7.1 — . Pour tout A € %1 (R), il existe une
unique matrice B € . (R) telle que A = B2.

retrouver la source

B DEMmonNsTRATION. Existence. Comme la matrice A est symé-
trique et positive, d’aprés le théoréme spectral, il existe Aq,..., A\, des
réels positifs et P € 0,,(R) tels que A = P~1 Diag(\1,...,\r)P.

On pose B &' P~1 Diag (\//\1, A \/)\,«)P.


https://share.miple.co/content/CtwFAB5leFp4M
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A X com(A)T = com(A)T x A = det(A)I,

La matrice B vérifie B2 = A, elle est bien symétrique car la matrice P
est orthogonale et B est positive puisque symétrique & valeurs propres
positives.

Unicité. Supposons donnée une matrice C' comme second candidat.
Considérons Q un polynéme vérifiant , pour 1 < < r,Q(\;) = V.
Ainsi,

Q(A) = P7'Q(Diag(A1,...,Ar)) P
= P~' Diag (\/A1,..., /A ) P = B.

Par ailleurs, comme C? = A alors C' et A commutent. Par conséquent,
C commute avec tout polynéome en A et commute donc avec B.

Les matrices B et C étant diagonalisables (car symétriques) et com-
mutant, elles sont codiagonalisables.

Ainsi, il existe R € GLn(R), D1, D2 diagonales réelles telles que
R7!BR=D; et R"ICR = D,.

Or D% =R 'B2R=R'AR=R1C?R = D%. Les matrices D; et
Do étant diagonales a coefficients positifs, on en déduit que D1 = Da.
Ainsi, B=C. |

EXERCICE 4.7.1 Exercice 11, TD 11 :

-1 2 3
Soit A=| 0 —1 4| .Montrer que A n’a pas de racine dans
0 0 1

AM3(R).

4.8 Réduction d’une matrice creuse

EXERCICE 4.8.1 Soit n > 2. On pose :

Etudier la possibilité de diagonaliser A sur R.

Remarques :

» Si b= c alors A est symétrique réelle donc diagonalisable.

» A est au plus de rang 2. Donc par le théoréme du rang, o est une
valeur propre de A de multiplicité au moins n — 2.

4.9 Vecteurs propres de com(A)"
EXERCICE 4.9.1 Soit A € ./, (K). Montrer que

Sp(A) C Sp (Com(A)T)‘

» ELEMENTS DE SOLUTION. Soit A € Sp(A) et X un vecteur propre
associé. Alors A(BX) = det(A)X.



— A#£0:Bx = %A x
— A =0: alors det(A) =0 et Rg(A) <n —1.

— Rg(A) < n — 2 : supposer par labsurde qu’il existe un
déterminant mineur de A non nul.
— Rg(A) =n—1: X € Ker(A) qui est une droite vectorielle.

A et B commutent donc Ker(A) est stable par B

4.10 Eléments propres de M N, de NM

PROPOSITION 4.10.1 — . Soient M et N dans ./, (K).

0 € Sp(MN) < 0¢€ Sp(INM)
— Soit A € K*,

dim Ey(MN) = dim Ex (N M)

Soit M, N € #n(K).

1. ..
2. Soit A € K*, montrer que dim(Ey(MN)) = dim(Ey(NM)).

On remarque que si X € Ex(MN) alors NX € Ex(NM). On

pose alors :

Ex(MN) — Ex(NM)
p: .
X— NX

On montre que ¢ est injective et on en déduit que dim(Ey (M N)) <
dim(Ex(NM)). Par symétrie des roles de M et de N, on montre
I’inégalité dans le sens inverse et on en déduit I’égalité.

4.11 Topologie dans .Z,,(K)

- 3
DEFINITION 4.11.1 — Partie dense. Soit FE un espace vectoriel
normé et D une partie de E. On dit que D est dense dans E si
I'une des conditions équivalentes suivantes est vérifiée :

— pour tout z € E, il existe une suite (yn) d’éléments de D qui
converge vers z,

— pour tout x € E, pour tout € > 0, il existe y € D tel que
y—z<e,

— Padhérence D de D est égale a E.

4.11.1 Le cas des matrices inversibles

THEOREME 4.11.1 — Densité de GL,(C) dans .#,(C). L’en-
semble des matrices inversibles de .#,(C) est dense dans ., (C).

Source :

Partie dense — Bibm®@ath.net


https://www.bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./d/dense.html
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A
A PR BN
. ANDW
4 N
é \
’/\T t
i = >
\ !
\ /
\\ // )\
Sel _-7 3
A2

Une application continue est entiérement dé-
terminée par ’image d’une partie dense

B DEMONSTRATION. Soit A € .#,(C). Son polynéme caractéris-
tique x4 est de degré n et admet donc au plus n racines.

Notons r < min{|)\| ’ A € Sp(A)\ {0}}
Ainsi,

vt E]O)T[v XA(t) 7é 0
soit

vt €]0,7], A —tI, € GLn(C).

Soit po def min{p

% < r}. Ainsi, en posant

Ao L g
P+ po
la suite (Ap)p>0 est une suite de matrices inversibles qui converge vers
la matrice A.
Finalement, pour toute matrice A € .#,(C) nous avons construit une
suite de matrices inversibles qui converge vers la matrice A, ce qui
assure la densité de GL, (C) dans .#,(C). (]

EXERCICE 4.11.1 Soit A, B € ./#»(K). Montrer que xoAp = XBA-
On pourra commencer par le cas ou la matrice A est inversible.

La démonstration suivante est « chimique » : la continuité du déter-
minant va servir de catalyseur a la partie dense qu’est GL, (K) dans

M (K).

» SOLUTION. > On suppose que la matrice A est inversible. Re-
venons a l’expression du polynéme caractéristique par le déter-
minant :

xap = det(A\l, — AB)
=det(A(MAT" - B)) car A € GLy(K)
= det(A)det(AA~! — B)  par multiplicité du déterminant
= det(AA™! = B) det(A)
= det(Al, — BA)

XAB = XBA

> Revenons au cas général. Soit A € ., (K). D’aprés la densité
des matrices inversibles dans .4, (K), il existe une suite (Ap)pen
de matrices inversibles qui converge vers la matrice A. D’aprés
le premier point, pour tout p € N,

XA,B = XBA,
soit
det(AL, — ApB) = det(AL, — BAy).

Comme le produit matriciel est une application bilinéaire, la
matrice ApB (resp. BAy) tend vers AB (resp. BA) quand p tend
vers l'infini.

De plus, comme le déterminant est une application multilinéaire



en dimension finie, elle est continue et
det(Al, — AB) = det(A\l, — BA)

soit
XAB = XBA-

Ce résultat peut étre montré par un argument plus « mécanique ».
Soient A, B € /7 (K). Pour tout A € K, on pose

def (A A, def B -\,
v (p ) v (2 )

On calcule alors

_(AB-AL, % _(BA-x, 0
oo (B ) ven (P 3.

Comme det(UV') = det(VU), on obtient
(=A)"det(AB — Al,) = (—=A\)" det(BA — AlL,).
En particulier on obtient :
VA #£ 0, det(AB — Al,) = det(BA — AlL,)

et I’égalité est triviale si A = 0.
On a donc montré que
XAB = XBA-

[ PrOPOSITION 4.11.1 — . GL,(R) est un ouvert de .4, (R). ]

ProrPoOSITION 4.11.2 — . Mn(R) \ GLyn(R) est fermé mais non
compact (pour n > 2).

4.11.2 Le cas des matrices diagonalisables

THEOREME 4.11.2 — Densité de ’ensemble des matrices
diagonalisables dans .7, (C). L’ensemble des matrices diagonali-
sables de ., (C) est dense dans ., (C).

B DEMONSTRATION. Soit M € .#,(C). Cette matrice est trigonali-
sable puisque son polynéme caractéristique est scindé sur C d’aprés
le théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS. On note A1, ..., As ses valeurs
propres distinctes et r1,...,7s les multiplicités associées. Il existe donc
une matrice P € GL,(C) telle que

A1 tij

m=p| % p=1 & prp-1,
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Soit € > 0, nous allons commencer par « séparer » les valeurs propres
distinctes. On peut trouver un rayon p tel que 0 < p < g, pour lequel
les disques D(A1,p),...,D(XAs, p) sont distincts deux & deux. Enfin,
dans chacun de ces disques — qui sont des parties infinies de C — on
peut, pour tout ¢ € [1,s], choisir r; complexes notés X 1,...,\i,r,;
distincts deux a deux.

On peut méme expliciter

def

Aij1 = Ai+§7~~-7>\i,ri d:CfAi-&-ﬁ'-

Ti

Représentation des disques D();, p) et des complexes choisis & I'intérieur. Les Az ; sont décalés pour une meilleure lisibilité.

¢ pour tout (i,5) € Hl,n]]Za

n

|[AB]i,j|: E aj, kb, j

k=1

n
< Zm,knbk,j\
k=1
.
< ZAB
k=1

< nAB.

Cette norme est presque sous-multiplicative.

On considére alors la matrice

A1,1 tij
mEp| O P ¥ prp1,
0 -~ 0 Aar,

Par construction, cette matrice de .#;,(C) posséde n valeurs propres
distinctes, elle est donc diagonalisable.
On choisit maintenant sur .#,(C) la norme du sup sur les coefficients,
définie par :

def

VM = (mij)igi,j<n € #n(C), M = max |m,; |
1<isj<n

On démontre facilement que pour A, B € .#,(C), AB < nAB ¢ . Ainsi

M—M.=P(T-T)P ' <nPP T -T. < Ke.
=K
En effet,
A1 — A1
T-T. =
As = As,re

donc

T —T: = max |[Aj — Xjr; |-
1<i<n

Or les Aj r; ont été choisis dans les disques D(A;, p) et donc pour tout
i € [1,n],

Ai = Air | S p<e.




Ceci achéve la démonstration, puisque si € tend vers 0, la matrice
M. tend vers la matrice M pour la norme - donc pour toute norme
puisqu’en dimension finie, toutes les normes sont équivalentes. O

EXERCICE 4.11.2 Peut-on dire que ’ensemble des matrices dia-
gonalisables dans .#, (C) est dense dans .#,(R) ?

ProrosIiTiON 4.11.3 — . L’ensemble des matrices diagonalisables
de 5 (R) est connexe par arcs.

4.11.3 Divers

EXERCICE 4.11.3 Montrer que O, (R) est compact. Oy, (R) est-il
convexe ?
\ 7

[EXERCICE 4.11.4 Montrer que .%,(R) est fermé. ]

_
EXERCICE 4.11.5 Soit p € [0,n — 1]. Montrer que ’ensemble des

matrices de rang inférieur ou égal a p est un fermé de .#, (R).

\ Ve
EXERCICE 4.11.6 Montrer que ’ensemble des matrices stochas-
tiques est un compact convexe de .4y, (R).

4.12 Réduction simultanée

4 3
DEFINITION 4.12.1 — Endomorphismes codiagonalisables/-

cotrigonalisables. Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soient u et v deux endomorphismes de E diagonalisables (resp.
trigonalisables).

On dit que u et v sont codiagonalisables (resp. cotrigonalisables)
s’ils sont diagonalisables (resp. trigonalisables) dans une méme base
de E.

ProPOsSITION 4.12.1 — CNS de réduction simultanée. Soient
u et v deux endomorphimes diagonalisables (resp. trigonalisables).
Alors,

B DEMONSTRATION. Montrons la résultat pour la codiagonalisa-
tion. Raisonnons par double implication.

(=) Supponsons que les endomorphismes u et v sont codiagonalisables.
On note D (resp. l~7) la matrice diagonale de v dans une base de
E (resp. celle de v dans cette méme base). Comme ces matrices
sont diagonales, D X D=DxD ¢ et on en déduit que u et v
commutent.

(<) Supposons que les endomorphismes u et v commutent.

Notons Sp(u) =f {Ai

i €1, p]]} Comme u est diagonalisable,

P
E= @ Ej, (u).
=1

u,v codiagonalisables (resp. cotrigonalisables) <= wu,v commutent.

Source : [5] (Théme Diagonalisation simul-
tanée Ch. 11)

¢ Le produit de matrices diagonales com-
mute.
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evo(u—NIdg) =vou— Ajv
uw et v commutent = uwov — \;v

= (u— X\;Idg) o w.

Source : [10] p. 167

THEOREME 4.12.1 — ¢ Commutativité
& Stabilité. Soient ¢ et ¢ deux endo-
morphismes qui commutent. Alors Im ¢
et Ker ¢ sont stables par 1.

REMARQUE 4.12.1

Soit 4 € [[1,p]. Comme v commute avec v — X\;Idg o, Ey, (u) def

Ker(u — X\;Idg) est stable par v o .

En notant v; ’endomorphisme induit par v sur Ej,(u), comme
v est diagonalisable, v; est aussi diagonalisable. Ainsi, il existe
(es,1,---,€i,r;) une base de Ej,(u) formée de vecteurs propres
de v;. De plus, e; ; € Ey, (u) = Ker(u — \Idg). Ainsi, u(e; ;) =
Aie; j et e; ; est un vecteur propre de u.

Finalement, (e;1,...,€,r;)1<i<p €St une base de E constituée
de vecteurs propres de u et de v. Ainsi, u et v sont diagonalisables
dans cette méme base.

O

— La proposition établit que la commutativité est une condition
suffisante pour réduire simultanément plusieurs endomor-
phismes. Remarquez que dans le cas de la diagonalisabilité,
elle est aussi nécessaire : si des endomorphismes sont codia-
gonalisables, alors ils commutent.

— Le seul fait que deux endomorphismes commutent n’implique
par leur codiagonalisabilité, ni leur cotrigonalisabilité! Il ne
faut pas oublier I’hypothése faite sur chacun des endomor-
phismes (diagonalisabilité ou trigonalisabilité).

— La preuve de la proposition généralise la démonstration clas-
sique de la trigonalisabilité d’un endomorphisme dont le poly-
ndéme caractéristique est scindé : on raisonne par récurrence
sur la dimension de I’espace.

— Réduire simultanément plusieurs endomorphismes est trés
utile lorsqu’il s’agit de les ajouter ou de les composer. La
proposition permet de démontrer, par exemple, que la somme
d’endomorphismes trigonalisables qui commutent est encore
trigonalisable, ou que la composée d’endomorphismes diago-
nalisables qui commutent est encore diagonalisables.

— Supposons que F soit un C-espace vectoriel muni d’un produit
scalaire hermitien. Soit (f;);cr une famille d’endomorphismes
de E (qui sont donc trigonalisables). Si les f; commutent
deux & deux, alors il existe une base orthonormée de cotrigo-
nalisabilité.

EXERCICE 4.12.1 Soient A et B deux matrices de .#,(C). On pose
® 4, g 'endomorphisme de .#,(C) défini pour tout M € .#,(C)
par

®up(M) < AM + MB.

1. On suppose que la matrice A est diagonalisable et que B = 0.
Montrer que ® 4, g est diagonalisable.

2. On suppose que les matrices A et B sont diagonalisables.
Montrer que ® 4 p est diagonalisable.

» SOLUTION. 1. 1%T® méthode. Nous allons utiliser 1’équivalence

A diagonalisable <= 3P € Ann(A) SARS.

On remarque que ® 4 ¢ : M +— AM. On montre par récurrence
que
7 o (M) = A" M.




n
4 On note P = Z kakA Alors

Ainsi, si P est un polynome, P(®40) = ®Ppayo ¢ - K
? =0

Comme A est diagonalisable, il existe un polyndéme P scindé a "

racines simples qui est un polynéme annulateur de la matrice &
. - - P(®4,0) = E Pr®a 0

A. Ainsi, P(®4,0) = ®0,0 = O»(#,(c))- Comme P est un

polynéme scindé & racines simples qui est annulateur de 4 o, k=0

. . o
alors ?A,O est dlagonahsable'. . . THEOREME 4.12.2 Décomposition
2° méthode. Nous allons utiliser I’équivalence de E en somme de sous-espaces

stables supplémentaire. Si E est de di-

A diagonalisable <= 3 une base de E formée de vep de A. k
mension finie non nulle et x; = H (f —

Comme A est diagonalisable, il existe une base (Vi,...,V,) de A4, el =t
Mr,1(C) formée de vecteurs propres de A respectivement asso- X
ciés aux valeurs propres (A1,...,An). On définit en colonnes la o
def E=®Ker(f—)\iIdE) i,
matrices My ¢ = [0---0 Vj, 0---0] ou V}, est la colonne £ de la ~
=

matrice. En effectuant une multiplication par blocs, on vérifie Gt .
_ _ o . . — Les Ker(f —X;Idg)%% sont supplé-
que &4 o(My ) = AMy, 4 = MMy, o. On vérifie ensuite aisément mentaires ot stables par f. Donc,
que (Mp ¢)1<k,e<n est une base de .#,(C). On a ainsi exhibé dans tout base adaptée a cette dé-
une base de .#,(C) formée de vecteurs propres de ® 4 q. composition, la matrice de f est
’ diagonale par blocs.
— Larestriction de f a Ker(f—\;)%
D’aprés la question précédente, ® 4 ¢ est diagonalisable et on induit un endomorphisme f; de ce
sous-espace. f; admet une et une
seule valeur propre a savoir \; et
fi — XiIdKer(ff)\i)ai est nilpo-
simultanément diagonalisables. tente d’indice inférieur ou égal a
En notant (M}) une base de vecteurs propres communs, alors .

2. On remarque que ® 4 o et $g g commutent.

montrerait de méme que ® p est diagonalisable. Ainsi, d’aprés
la propriété de diagonalisation simultanée, ® 4 o et $g p sont

s : fiche de [4].
Q4 (M) = ®4,0(My) + @o,5(My) = (A + pg) My, ource : fiche de [4]

et (M}) est une base de vecteurs propres de ® 4 g. Ainsi, ®4 B
est diagonalisable.

4.13 Critére de nilpotence par la trace

Les résultats que nous allons montrer par la suite peuvent étre résumés
par le diagramme suivant :

si pour tout k € [1,n — 1], Tr(A¥) =0 et si ...

L Tr(A™)=0 L Tr(A™)#£0

—

A est nilpotente A est diagonalisable

Intéressons-nous d’abord & la branche de gauche.

PRrRoPOSITION 4.13.1 — Critére de nilpotence par la trace.
Soit A € #,(K). La matrice A est nilpotente si et seulement si
pour tout k € [[l,n]],Tr(Ak) =0.

Source : Développement - Le théoréme de
BURNSIDE — vonbuhren.free.fr

B DEMONSTRATION. Raisonnons par double implication.

4 Soit A une matrice semblable &

o N


http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_thm_burnside.pdf
http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_thm_burnside.pdf

64

renvoyer vers la section sur Vandermonde

Source : Critére de nilpotence par la trace et

application
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(<)

(<)

Si la matrice A est nilpotente, son spectre est réduit a 0 et donc
elle est semblable a une matrice strictement triangulaire 7T". Pour
tout k € [1,n], la matrice A* est semblable & la matrice 7% dont
la diagonale est nulle ¢ . La trace étant un invariant de similitude,
on en déduit que pour tout k € [1,n], Tr(Ak) = Tr(T’“) =0.
Réciproquement, supposons que la matrice A n’est pas nilpo-
tente. On désigne par (A1,...,Ar) € C" les valeurs propres non
nulles deux & deux distinctes de A (qui existent car le polynéme
xa € C[X] est scindé) et (m1,...,my) € (N*)" leur multipli-
cité respective. En trigonalisant la matrice A, notre hypothése
équivaut a

s
vk € [1,n], E miAf = 0.
i=1
En effet, la valeur propre \; est présente m; fois sur la diagonale.
En particulier, en se limitant a k € [1,7], ces relations se tra-
duisent matriciellement par

Ao A\ [ 0
AT oar) \me 0
——
def def
=V =X

Ainsi X € Ker V. Or la matrice V est une matrice de VANDER-
MONDE inversible car les \; sont deux & deux distinctes ¢ par
hypothése. Nous aboutissons alors & une contradiction car le vec-
teur X est non nul. On en déduit que la matrice A est nilpotente.

Voyons une autre démonstration pour la réciproque.

Montrons par récurrence que la matrice A est nilpotente. Plus
précisément pour n € N on note

P+ « Soit A € M, (K). Si pour tout k € [[l,n]],Tr(Ak) =0
alors la matrice A est nilpotente ».

Montrons d’abord le lemme suivant.

LeEMME 4.13.1 Soit A une matrice de ., (K) telle que pour
tout k € [1,n], Tr(Ak) = 0. Montrons que 0 € Sp(A).

n
On note x4 (X) def Z apXk. D’aprés le théoréeme de CAYLEY-
k=0

n
HaMILTON, Z aAF = 0. En composant cette relation par la
k=0
trace, qui est linéaire, et d’aprés les hypothéses,

an X04+---4+a1 X0+4+ag xXn=0.

D’ott agp = 0 et x4 (0) = 0 donc 0 est racine du polynéme carac-
téristique de la matrice A i.e. 0 € Sp(A).

Revenons a la démonstration de la récurrence.
> Initialisation pour n =1 : Tr(A) = 0 donc A =0 et A est
nilpotente.

> Heérédité : soit A une matrice de .#, (K) telle que pour tout
k€ [1,n], Tr(A%) = 0.


https://www.youtube.com/watch?v=d70IfThN_-A
https://www.youtube.com/watch?v=d70IfThN_-A

D’aprés le lemme, 0 € Sp(A). Soit v un vecteur propre de
A associé a 0 et soit (u,u2,...,un) une base de .y, 1(K).
Alors en notant B une matrice carrée de taille n — 1,

0 * - % 0 * -+ %
A~ | B et AP~ | Bk
0 0

D’aprés les hypothéses sur la trace des matrices A¥, pour
tout k € [1,n—1], Tr(Bk) = 0. Ainsi, en appliquant &,,_1,
la matrice B est nilpotente. On en déduit, d’aprés les opé-
rations sur les matrices par blocs, que

xa(X) = Xxp(X) = X x X"~ = X"

Ainsi, d’aprés le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, la matrice
A est nilpotente.

Intéressons-nous maintenant a la branche de droite du diagramme.

PROPOSITION 4.13.2 — . Soit A € .#,(K). Si pour tout
ke [1,n— 1]],Tr(Ak) = 0 et Tr(A™) # 0 alors la matrice A
est diagonalisable.

Le démonstration de ce résultat reprend la démarche de la premiére
démonstration de la réciproque du résultat précédent.

B DEMONSTRATION. — Montrons d’abord que la matrice A pos-
séde au moins une valeur propre non nulle.
La matrice A est trigonalisable dans C et on note A1,..., A\, ses
valeurs propres. Alors la matrice A™ est semblable & la matrice

AT o, e %
0 Ay - %
o -~ 0 A\

n

Or, par hypothése, Tr(A™) # 0 donc les A\; ne peuvent pas étre
tous nuls et la matrice A posséde au moins une valeur propre
non nulle.

— Montrons maintenant que la matrice A posséde n valeurs propres
distinctes ce qui assurera sa diagonalisabilité.
On note aj,...,a, les valeurs propres non nulles deux a deux
distinctes de A (qui existent d’aprés le premier point), n1,...,ng
leurs multiplicités respectives et

ai ag
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(https://fr.wikipedia.org/wiki/Polynéme_ caractér
istique#Coefficients)

e T
Montrons que N ef (n1 cee nk) € Ker(V). On calcule

n
izzl ;N Tr{A}

VN = : = : =0,

Tr{A"71 }

Supposons par ’absurde que k < n.
Réécrivons la relation précédente en extrayant de la matrice V
une matrice de VANDERMONDE carrée de taille £ notée Vj :

Vi

VvN=| * " * | N=0,
* e %
et
VuN = 0.

Comme V}, est une matrice de VANDERMONDE et que les aq, . . .
sont deux & deux distincts alors elle est inversible et donc

) Ok

N =0.

Ainsi, la matrice A ne posséde pas de valeur propre non nulle ce
qui est absurde d’aprés le premier point.

On en déduit que k > n et comme k < n, k = n. Ainsi, la matrice
A posséde n valeurs propres distinctes et est donc diagonalisable.

O

On déduit des propositions 4.6 et 4.7 le résultat suivant.

PROPOSITION 4.13.3 Soit A € #»(K). Si pour tout
ke l,n— 1]],Tr(Ak) = 0 alors la matrice A est nilpotente ou
diagonalisable.

¢ det(XI, — M) = X" —f1 (M)X™ " oo op(=1)" fn (M)

ou, en notant (A1,...,An) les wvaleurs
propres de M prises avec multiplicité,

fre(M) = sp(A1, ..., An)

ggusljéedtéi;{ﬁnﬁ lgllfl—émc polynéme symétrique
élémentaire.

Grace aux identités de NEwTON, les coeffi-
cients fi (M) s’expriment comme des fonc-
tions polynomiales des sommes de NEwTON

des valeurs propres :

n

ZA{ :"n(Mj).

=1

B DEMONSTRATION. & revoir
D’apreés les formules des sommes de NEWTON et les relations coefficients-
racines ¢ , le polynéme caractéristique de la matrice A a pour expression

XA = X" + (=1)" det(A).

Si det(A) = 0, le théoréme de CayLEY-HAMILTON assure que A est
nilpotente. Sinon, le polynéme caractéristique est scindé a racines
simples donc A est diagonalisable (et d’ailleurs, toutes les valeurs
propres ont le méme module). O


https://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn�me_caract�ristique##Coefficients
https://fr.wikipedia.org/wiki/Polyn�me_caract�ristique##Coefficients

4.14 Supplémentaire stable

EXERCICE 4.14.1 Soit © un endomorphisme diagonalisable de E
et F' un sous-espace de E. Montrer que F' admet un supplémentaire
stable par wu.

» SoruTioN. Considérons une base (e1,...,ep) de F et complétons
cette famille libre en une base (e1,...,en) de E avec des vecteurs
€pt1,--.,en issus d’une base de diagonalisation de u. Commes les vec-
teurs ep41,...,en sont des vecteurs propres associés a u, le sous-espace
Vect(ept1,...,en) est stable par u. Comme c’est un supplémentaire
de F, il répond a la question. <

4.15 Endomorphisme ad,

DEFINITION 4.15.1 — Endomorphisme ad,. Soit © un endo-
morphisme de E. L’endomorphisme ad,, de .Z(E) est défini par

ady :
V> uUov —vou

Cet endomorphisme nous sert essentiellement & mesurer le défaut
de commutativité. Une premiére remarque dans ce sens est que le
commutant de u est ¢ (u) = Ker(ady).

EXERCICE 4.15.1 Soit A € #,(K) une matrice diagonalisable.
Montrer que ad4 est diagonalisable.

4.16 GRAIN DE RAISIN : Décomposition de
DuUNFORD

Trigonalisation

La diagonalisation ne permet pas de caractériser toutes les classes de
similitude de .#y, (K). Lorsque le corps de base est égal a C, le polynéme
caractéristique d’une matrice A € #y(C) est toujours scindé et A est
alors trigonalisable. Le lemme des noyaux permet méme dans ce cas de
trigonaliser A sous une forme diagonale par blocs avec pour chaque bloc
diagonal une unique valeur propre. Cela conduit a la notion de sous-
espace caractéristique et a la décomposition de JORDAN-DUNFORD :
dans le cas abstrait, tout endomorphisme u d’un C-espace vectoriel de
dimension finie s’écrit de maniére unique sous la forme u = d + n ou
d est diagonalisable, n est nilpotent et commute avec d. (H.P. CPGE).
Cette décomposition améne attention sur les classes de similitude des
endomorphismes nilpotents. Avec un peu de travail il est alors possible
d’obtenir le théoréme de JORDAN qui régle complétement la question de
la détermination des classes de similitude sur un corps algébriquement
clos.

Dans le cadre général, I'outil fondamental pour élucider les classes de
similitude de #y (K) est la notion d’endomorphisme cyclique.

Source :

Source :

Source :

Source :

[o] p. 102

[o] p-30

lo] p. 103

[4] Planche no 5. Réduction
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¢ Soit f un endomorphisme d’un espace vec-
toriel E de dimension finie non nulle et F' un
sous-espace non nul de E stable par f. On
suppose que f est diagonalisable. Montrer que
la restriction de f & F est un endomorphisme
diagonalisable de F'.

EXERCICE 4.16.1 Soit E un K-espace vectoriel de dimension
finie non nulle et f un endomorphisme de E dont le polynéme
caractéristique est scindé sur K. Montrer qu’il existe un couple
d’endomorphismes (d, n) et un seul tel que d est diagonalisable, n
est nilpotent, n et d commutent, et f = d+ n.

P
» SoruTION. Posons xy def H (X — Ag)%¥ ol Ar,...,Ap sont les

k=1
valeurs propres deux a deux distinctes de f.
Soit B, def Ker(f—M,Id)** (E; s’appelle le sous-espace caractéristique
de f associé a la valeur propre \g, 1 < k < p). D’apreés le théoréme de
décomposition des noyaux, E = Ei ®--- D E';,. De plus, la restriction
de f a Ej; induit un endomorphisme fy de E; (car f et (f — AgId)¥*
commutent).
On note que (fr — A\pId)** = 0 et donc Ay est I'unique valeur propre
de fi, car toute valeur propre de f est racine du polynéme annulateur
(X = Ap) k.
Existence de d et n. On définit d par ses restrictions dj aux E;C,
1 < k < p: dg est ’homothétie de rapport A\g. Puis on définit n par
n=f—d.
d est diagonalisable car toute base de F adaptée & la décomposition
E = Ei [ RERNS>) E;, est une base de vecteurs propres de d. De plus,
f=d+n.
Soit ny l'endomorphisme de E,’C induit par n. On a ng = fr —

)\kldElz€ et par définition de E’, ni*

5 = 0. Mais alors, si on pose

o max{ai,...,ap}, on a ny = 0 pour tout k € [1,p] et donc
n® = 0 (les endomorphismes n® et 0 coincident sur des sous-espaces
supplémentaires). Ainsi, n est nilpotent. Enfin, pour tout k € [1,p],
ny commute avec dy, car dj est une homothétie et donc nd = dn (les
endomorphismes nd et dn coincident sur des sous-espaces supplémen-
taires).

Unicité de d et n. Supposons que f = d+ n avec d diagonalisable, n
nilpotent et nd = dn.

L’endomorphisme d commute avec n et donc avec f car df = d? +dn =
d? +nd = fd. Mais alors, n = f — d commute également avec f. Les
endomorphismes d et n laissent donc stables les sous-espaces carac-
téristiques £}, 1 < k < p de f. Pour k € [1,p], on note dj, et ny les
endomorphismes de E,’C induits par d et n respectivement.

Soient k € [1,p] puis p une valeur propre de di. D’aprés I’exercice
2.11,

det(fr — pId) = det(dy, — pId + n) = det(dy, — pId) =0,

car d — pld n’est pas inversible. On en déduit que fi — pld n’est pas
inversible et donc que u est valeur propre de fi. Puisque Ay est 'unique
valeur propre de fi, on a donc p = Ag. Ainsi, Ay est 'unique valeur
propre de dj et puisque dj est diagonalisable ¢ , on a nécessairement
dp = /\kIdE;C puis ng = fr — /\kIdE;C. Ceci montre 'unicité de d et
n. <

A rajouter :

— Matrices dont le spectre est un singleton
— Endomorphismes symétriques a valeurs propres positives
— Ciritére de non-diagonalisabilité sur C



f diagonalisable <= 3% base de F telle que Maty(f) diagonale
<= 9% base de E formée de vep de f
< E=@E\/f)
AESpP(f)
— dimE =) _dimE\(f)
AESP(f)

X est scindé
YA € Sp(f), my = dim E\(f)
= H(X —A) € Ann(f)
A€Sp(f)
<= JP € Ann(f) SARs
<= f posséde n vap distinctes
<= Xf SARS
<= Mat(f) € /(R)

—

P € Ann(f)

Sp(f) C Rac(P) f € GL(E) < 0 ¢ Sp(f)

CayLEY-HAMILTON
xf(f)=0

/
A&Sp(f)ﬁxx(fm SPEOTRE

NeESp(f) & o £ 0p, f(z) = Aa ACSHesdin By (F)>1

POLYNOME CARACTERISTIQUE .
SOUS-ESPACE PROPRE

xf(A) = det(Aldg — f) I  dimBE (NN —m—— % EA(f) = Ker(\ldg — f)

my(A) : ordre de la racine A dans x5

g endomorphisme induit par f

Xglxs
XFA) = A" = Tr(H)A=F 4 o 4 (1) det(f)

Les sep sont des sev stables par f
fog=go f= Ex(f) stable par g






ESPACES PREHILBERTIENS OU
EUCLIDIENS

Lorsque E est un espace euclidien, le procédé de GRAM-SCHMIDT per-
met, & partir d’'une base adaptée & un drapeau total de E, d’obtenir
une base orthonormale adaptée a ce méme drapeau.

Si 'on combine avec le théoréme de trigonalisation utilisant les dra-
peaux, on constate que tout endomorphisme trigonalisable peut étre
trigonalisé dans une base orthonormale.
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Source :

CHAPITRE 5. ESPACES PREHILBERTIENS OU EUCLIDIENS

[4] Planche 6 Maths SPE

5.1 Déterminant de GRAM

DEFINITION 5.1.1 — Matrice de Gram. Soient E un espace
euclidien et (z1,...,2p) € E™. On définit la matrice de GRAM par

def
Ofarseessan) E (f2) ey

Le déterminant de GrRAM permet de calculer des volumes et de tester
I’indépendance linéaire d’une famille de vecteurs.

PROPOSITION 5.1.1

Rg (G(azl,...,wn)) =Rg(z1,...,2Zn)

. . def def .
B DEMONSTRATION. Soient F' = Vect(z1,...,2n) et m = dim F.

Soient A def (ei)1<igm une base orthonormée de F puis M la matrice
de la famille (z;)1¢;<n dans la base #. La matrice M est une matrice
rectangulaire de format (m,n).

Soit (¢,7) € [1,m] x [1,n]. Puisque la base & est orthonormée, le
coefficient [M T M]; ; est

m
Z My M, j = (Ti, T5),
k=1

et on a donc
G(z1,...,xn) = MT M.

Puisque Rg(x1,...,=n) = Rg M, il s’agit de vérifier que Rg(M T M) =
Rg M. Pour cela, montrons que les matrices M et M T M ont le méme
noyau.
Soit X € 1 (R).
XeKerM — MX=0

= M'MX=0

— X e Ker(M ™M)
et aussi

X €Ker (MTM) = M'MX =0

X"TMTMX =0
(MX)TMX =0
MX?=0
MX =0
X € Ker M.

Lol

Finalement, Ker(M T M) = Ker M et donc, d’aprés le théoréme du
rang,

Rg(z1,...,@2) = Rg M = Rg(M ' M) = Rg (G(z1,...,7n)).



PROPOSITION §5.1.2 — .
seulement si det G(z1, .

det G(z1,...,zp) > 0.

B DEMONSTRATION. D’aprés (??) et puisque M ' M € #y,(K),

La famille (z1,.

(z1,...,zn) litke <= Rg(x1,...,2n) <n
<~ RgG(z1,...,2n)<n

De plus, quand la famille (z1, ...
on a m = n et la matrice M est une matrice carrée, inversible. On

peut donc écrire

— G(z1,...

s@n) & GLn(R)

< det G(z1,...,zn) =0.

, Zn) libre, avec les notations de (7 7),

det G(z1,...,mn) = det (M M) = det(M)* > 0.

Alors pour tout = € F,

B DEMONSTRATION. Soit mg(z) le projeté orthogonal de z sur F.

d(z, F)

THEOREME 5.1.1 — Distance & un sous-espace vectoriel.
Soit EZ un espace préhilbertien. Soit F' un sous-espace vectoriel
de E de dimension finie p € N* et soit (eq,.

2 _ G(et,...,ep,x)
G(et,.. ’

-5 €p)

Alors d(z, F)2 = z — 7 (x)? et par PYTHAGORE,

2

De plus,

On obtient alors

Glet,...,ep,x) =

2? =7mp(@)? + 2 —7p(x)

..,xp) est liée si et
..,xp) = 0 et est libre si et seulement si

..,ep) une base de F.

Vk € H17PH7 <x7ek> <7rF(w)’ek>'
(eirej) (€, )
(z,ej) a? |
(ei,e]-) <67;,7TF($)> +0
(z,€5) mr (@)’ + @ — () |

Par linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne ¢ on

obtient
Glet,...,ep,x) = G(el, .. ,ep77rF(:c)) + 2 —np(2)2Gler,. . ., ep).
Comme 7p(z) € Vect(eq,...,ep), le premier terme est nul et donc
d(a, p)? = S ®)
Ger,... ep)

Source : [4] Planche 6 Maths SPE

4 On écrit la derniére colonne sous la forme

(e1, 7R (x)) 0
(ep, 7 (2)) 0
g (x)? z — mp(z)?
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Source : Développement : Déterminant de
GRAM — Jérédme VON BUHREN, vonbuhren.free.fr

DEFINITION 5.1.2 — Matrices symé-
triques positives. L’ensemble des ma-
trices symétriques positives est noté
‘S’TT (R). Une matrice M € 5’; (R) équi-
vaut & chacune des propriétés suivantes :

— pour tout X S
Mn(R), XT MX >0,
— Sp(M) C Ry.

COROLLAIRE 5.1.1 Soit (21,...,Zn) € E™. Alors,

G(xlv---axn) < 3312

n
=1

avec égalité si et seulement si la famille (z1, ...,z ) est orthogonale.

Compléter avec [10] p. 185.

B DEMONSTRATION.

— Si la famille (z1,...,xn) est liée, le résultat est immédiat.
— Raisonnons par récurrence sur n € N* sur la propriété

Py : « pour toute famille libre (z1,...,z,) de E, on a

n
G(z1,...,2n) < H 22 ».
i=1

> Initialisation pour n = 1 : soit 1 € E. Par définition,
G(z1) = (z1,71) = 212 donc &1 est vérifiée.

> Hérédité : supponsons &, vraie. Soit (z1,...,%Tn,Tn+1)
une famille libre de E. En notant F < Vect(z1, ..., o),
il existe (f,7r) € F x FL tel que 2,41 = f + wp. Par le
théoréme Section 5.1 on the previous page et par &y,

G(wl,. .. ,Ctn+1) = G(CEL .. .,Z’n)TFF < l'12 e 'IanrH—lQ

car par le théoréme de PYTHAGORE, 7 < Zp41. On conclut
que Pp4+1 est vraie, d’ou le résultat.

cas d’égalité O
ProrosiTioN 5.1.3 — . La matrice de GRAM est symétrique
positive.

B DEMONSTRATION. — La matrice de GRAM est symétrique par

symétrie du produit scalaire.
— Montrons la positivité de G. Soit X = (ayg --- oen)T € Mn,1(R).
Montrons que X ' GX > 0.

XTax = i i(a}z, Tj)o0

i=1 j=1

Z Z(ai%aﬂﬁ

i=1 j=1

n 2

= E ziag|| = 0.

i=1

Ce qui montre bien que G est symétrique positive. O


http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_determinant_gram.pdf
http://vonbuhren.free.fr/Agregation/Developpements/dev_determinant_gram.pdf

5.2 Positivité de la matrice de HILBERT

Si on interpréte le terme général de la matrice de HILBERT comme
1 . .
Hi,j = J‘ $l+‘7_2 dIIZ
0

on peut y reconnaitre une Déterminant de GRAM pour les fonctions
puissances et le produit scalaire usuel sur ’espace des fonctions de
[0,1] dans R de carré intégrable. Puisque les fonctions puissances sont
linéairement indépendantes, les matrices de HILBERT sont donc définies
positives.

5.3 Décompositions matricielles

DEFINITION 5.3.1 — Déterminants principaux. Soit A € ]
AMrn(R). Pour tout j € [1,n], la matrice obtenue a partir de A en
ne gardant que les j premiéres lignes et les j premiéres colonnes. La
famille (det A;)1<j<n est la famille des déterminants principaux
de A.

THEOREME 5.3.1 — Décomposition LU (ou LR). Toute matrice
A € GLy,(R) peut s’écrire sous la forme A = LU ou L est une
matrice triangulaire inférieure (Lower) ayant uniquement de 1 sur
la diagonale et U est une matrice triangulaire supérieure (Upper)
si et seulement si tous les déterminants principaux de A sont non
nuls.

Si elle existe, une telle décomposition est unique.

S

THEOREME 5.3.2 — Décomposition de CHoOLESKY. Une ma-
trice réelle A est symétrique définie positive si et seulement s’il
existe une matrice inversible B triangulaire inférieure telle que
A = BBT. De plus, une telle décomposition est unique si on im-
pose la positivité des coefficients diagonaux de B.

THEOREME 5.3.3 — Décomposition QR. Toute matrice A €
GLy, (R) s’écrit de maniére unique A = QR, ou Q est une matrice or-
thogonale et R est une matrice triangulaire supérieure a coefficients
diagonaux strictement positifs.

COROLLAIRE 5.3.1 Décomposition d’Iwasama

Toute matrice A € GLy, (R) s’écrit de maniére unique A = QDR
oll @) est une matrice orthogonale, D est une matrice diagonale
a coefficients diagonaux strictement positifs et R est une matrice
triangulaire supérieure & coefficients diagonaux égaux a 1.

THEOREME §5.3.4 — Décomposition polaire. Toute matrice
A € GLy (R) peut s’écrire de maniére unique sous la forme A = QS
ou 2 est une matrice orthogonale et S est une matrice symétrique
définie positive.

Lire chapitre 7 de [11] page 77.

Source : Planche n°14. Espaces euclidiens de

[4]

Voir le théme 23 de [5]

Cette décomposition est utilisée en analyse
numeérique pour résoudre des systémes d’équa-
tions linéaires.
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PRoPOSITION 5.3.1 — Le procédé de
GRAM-SCHMIDT. Soit E un espace vecto-
riel préhilbertien et soit & = (e;);c une
famille libre dans E ; il existe une unique
famille orthonormale ¢ = (g;),c1 telle
que pour tout k € [1,n],

— Vect(eg,...,eg) =
Vect(e1,...,€x),
— (er,er) > 0.
La famille 2 est appelée

I’orthonormalisée (de GRAM-SCHMIDT)

de Z.

La décomposition polaire des matrices est nommée ainsi par analogie
avec celle du plan complexe : si z € C*, il existe un et un seul couple
(r,q) € Ri x St (S! désigne le cercle unité, ensemble des nombres
complexes de module 1), tel que z = rq. Si z agit par multiplication
sur C (ou sur C*), cette action est décomposée en une rotation d’angle
0 (ou ¢ = expif) et une homothétie de rapport 7 > 0.

Le fait que ces deux actions commutent entre elles traduit la commuta-
tivité du groupe C* : cette propriété sera perdue dans le décomposition
polaire du groupe GLy, (K), cer celui-ci n’est pas abélien.

Propriété Version complexe Version matricielle
Homéomorphisme exp: R — R% exp: In(R) = ZF T (R)
Surjection continue exp: iR — St exp: Zn(R) = SO, (R)
A COMPLETER

CoROLLAIRE 5.3.2 Toute matrice A € .#,(R) peut s’écrire sous
la forme A = QS ou ) est une matrice orthogonale et S est une
matrice symétrique positive.

5.3.1 Décomposition d’lwasama

THEOREME 5.3.5 — . Solent n € N* et M € GLy, (R). Il existe un
unique couple (O, T) tel que :
M = OT,

avec O une matrice orthogonale et 7" une matrice triangulaire
supérieure & coefficients diagonaux strictement positifs.

Comme M est inversible, c’est une matrice de changement de base.
Le produit et I'inversibilité sont stables dans ;.

B DEMoNsSTRATION. — Existence.
On note £ la base canonique de R™. Soit € def (C1,y...,Ch) la
famille des vecteurs colonnes de la matrice M exprimés dans 4.
Comme M est inversible, ¢ forme une base de R". Appliquons-lui

le procédé d’orthonormalisation de GRAM—SCHMIDT.

. , def
Il existe une base orthonormée %o = (O1y. ..

pour tout ¢ € [1,n]

,On) telle que

Vect(Ch,...,C;) = Vect(O1,...,0;) (1) et (C;,0;) >0 (2).

On écrit
def
M =Py ¢ =Ppsmz, X Paose = OT.

La matrice O est une matrice de passage de la base canonique
a une base orthonormée, elle est donc orthogonale. Le caractére
triangulaire de la matrice T vient de (1) et la stricte positivité
des termes sa diagonale de (2).
— Unicité.

Supposons qu’il existe deux décompositions d’Iwasama. Soit
M = OT = O'T'. T est inversible. (O')71O = T'T~!. Le pre-
mier terme est une matrice orthogonale et le second triangulaire



supérieure car ces deux ensembles sont des groupes multiplicatifs.
B =T'T~! est diagonale (schéma) de coeff...

O

5.4 Inégalité d'HADAMARD

THEOREME 5.4.1 — Inégalité I’HADAMARD. Soit M € .#,(C)
et soient X7, ..., X, ses vecteurs colonnes. Alors,

n

jdetar] < JT Il

=1

avec égalité si et seulement si la famille (X;)1<i<n est orthogonale.

Voyons deux démonstrations de ce résultat ; une premiére en utilisant
la décomposition d’IwasaMA et une deuxiéme le 5.1.

B DEMONSTRATION. — Sila matrice M n’est pas inversible alors
det M = 0 et comme une norme est a valeurs positives, le résultat
est immeédiat.

— Supposons que M est inversible. D’aprés la décomposition d’TwasaMA,

il existe une matrice O € 0, (C) et T def (ti,5)1<i,j<n, triangu-
laire supérieure dont les coefficients diagonaux sont strictement
positifs telles que M = OT'. D’aprés la multiplicité du détermi-
nant,

det M = det(O) det(T).
Or det O = +£1 donc
n
|det M| = | det T| = ] ] Iti.il (5.1)
i=1
Par construction, pour tout ¢ € [1,n],; def (X4, 04) ou O; est
un vecteur unitaire. D’aprés 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,

pour tout ¢ € [1,n],

[ti:| = |<Xz‘70¢>

<Xi O
~—
=1
Ainsi d’apreés (5.1),

n

| det(a)] < Hx

i=1
cas d’égalité O
B DEMONSTRATION. — Si la matrice M n’est pas inversible, le

résultat est immédiat.
— Supposons que M est inversible. On a

MTM =G(X1,...,X5),
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DEFINITION 5.4.1 — Parallélotope. Soit

(z1,...,zn) une famille libre. Le paral-
lélotope engendré par cette famille est
défini par
n
def
p= {m: E tiz; | Vit; € [0,1]}.
i=1
Source : exercice 4, TD 14 [5]
PROPOSITION 5.4.2 — Inégalité
arithmético-géométrique. Soient

n € N* et x1,...
Alors,

, xyn, des réels positifs.

Il y a égalité si et seulement si tous les
x; sont égaux.

Pour d’autres inégalités, lire le chapitre 16,
p.117 de la deuxiéme édition de Raisonne-
ments divins (en fr)

la matrice de GrRAM de la famille des colonnes de la matrice M.
En composant cette relation par le déterminant,
det(MT M) = det (G(X1,..., Xp)) = det(M)?

car det(MT) =det M. D’aprés le (?7),

det G(X1,...,Xn) < HXﬂ
=1
n

soit det(M)? < ]‘_‘[Xi2
=1

En passant a la racine on obtient I'inégalité d’HADAMARD.

L’inégalité I’HADAMARD nous apprend que le volume du parallélotope
défini par les vecteurs colonnes est inférieur ou égal au produit des
normes de ses vecteurs et il y a égalité si et seulement si la matrice est
diagonale, ou encore que le parallélotope est rectangle.

5.4.1 — . Soient . T (R) ensemble des matrices
réelles d’ordre n symétriques & valeurs propres strictement positives
et A= (a;;) € ST (R). Alors,

ProprosITION

det(A)

n
< I |ai,i-

e )
EXERCICE §5.4.1

€ (R*)™. Montrer que B = (viv;a:,;) €

1. Soit (’717 te 7771)

ST (R).
2. Montrer que det(A)'/™ <
On pourra utiliser linégalité arithmético-géométrique.

Tr(A)

1
ai,i

3. Montrer que pour tout ¢ € [1,n],a;,; > 0. On pose v; =

En déduire I'inégalité d’HADAMARD.

5.5 Familles de polyn6mes orthogonaux

Soient I un intervalle non vide de R et w € € (I, R ) On suppose que,
pour tout entier naturel n, [, |z|"w(z) dz converge. On note

J Fw converge}

ﬁdCf{fE%I]R

Pour tout (P, Q) € R[X]?, on pose

PQ>‘L°ij )Qyw(t) dt



5.5.1 Construction

p

EXERCICE 5.5.1

3k
2.

Montrer que (-, ) est un produit scalaire sur R[X].

Montrer qu’il existe une suite (Pr)nen de polynomes tels que
— pour tout n € N,deg P, = n,
— pour tout (n,m) € N2, n #m, (P, Pm) =0,
— pour tout n € N, P, est unitaire.

Soit n un entier naturel.

. Montrer que Vect(Po, ..., Pn) = R,[X].
. Montrer que P, +1 € ]Rn[X]L.

» SOLUTION.

> Montrons que (-,-) est bien définie. D’une part, PQw est

une fonction continue sur I.

De plus, |PQ| < P 4Q”  Comme w est a valeurs positives,

2
alors

|PQu| < % [PQw + QQw} )

Comme P?w et Q2w sont intégrables sur I, d’aprés les

théorémes de comparaison, PQw est intégrable sur I.

> (-,-) est bien symétrique par commutativité du produit de

deux polynémes.
> est bilinéaire par linéarité des intégrales convergentes.

> Soit P € Ry [X]. Comme w > 0, par croissance de l'intégrale,

J P(z)?w(z)dz > 0.
I

De plus, si P2w = 0, comme P est une fonction polyno-

miale donc continue et w est continue, d’aprés la positivité

de 'intégrale,
vt € I, P(t)%w(t) = 0.

De plus, w est a valeurs strictement positives, donc

vt e I,P(t) =0.

Ainsi, P posséde une infinité de racines distinctes et P est

le polynéme nul.

Finalement, (-,-) est une forme bilinéaire définie positive, donc
elle définit un produit scalaire.
. La famille (X™),cn est la base canonique de R[X]. En appliquant
le procédé d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT & cette famille,
on construit une famille de polynéme (P, ),en telle que, pour
tout n € N, il existe (Ao, ..., An—1) € R™ tel que

n—1
Pu E X4 APy
7=0

Ainsi, pour tout n € N, deg P, = n et P, est unitaire.
De plus, (Pn)nen est une famille orthogonale et

Y(m,n) € N2, m # n, (P, Py) = 0.

Source : [5] (Exercice 17 Ch 13)

Source : Solution de [5]


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/chap_e13.pdf
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3. D’aprés le procédé de GRAM-SCHMIDT, pour tout n € N,

Vect(Po, ..., Pn) = Vect(1, X,..., X"™)
=R, [X].

4. Soit P € Ry, [X]. D’apres la question précédente, il existe (po, . . .

Rt tel que
n
P= Z,ukPk.
k=0

Alors, par linéarité du produit scalaire,

n
(Pny1,P) = Z#k(Pk,Pnﬂ)
k=0

=0.

Ainsi, Ppy1 € Rp[X]4.

5.5.2 Racines

k
Q dZEf H (X - Oci).
i=1

1. Majorer le degré de Q.
2. Déterminer le signe de P, Q sur I.

et simples dans I

ExERCICE 5.5.2 On note (a;)i<i<k les racines de P, qui ap-
partiennent & [ et qui sont de multiplicité impaire. On pose

3. En déduire que k = n et que P, a toutes ses racines réelles

7”‘") €

» SoruTIiOoN. Nous allons montrer que P, admet au moins n chan-
gements de signe dans I. C’est pour cela que nous considérons les
racines de multiplicité impaire, ce sont elles qui correspondent aux

changements de signe.

1. Comme deg P, = n, le polynéme P, posséde au plus n racines

réelles distinctes. Ainsi, deg @ < n.

2. En notant a1, ..., ap les racines réelles distinctes de P, on écrit

sous forme irréductible :

K]

p
Py = H(X — ;)" H(X2 b X + )b
=1

i=1
Ainsi, pour tout ¢ € [1,p], il existe d; € R non nul tel que

Py(z) ~ di(x —a;)".

a;
Alors, pour tout i € [1,k, il existe d; € R non nul tel que

Pn(m)Q(fE) ~ dl(ac — ai)Ti+1~

ag

Comme r; est impair, le polynéme P, @ ne change pas de signe

au voisinage de «;.

De plus, si a; est une racine de P, de multiplicité paire, alors Py,



ne change pas de signe au voisinage de a;, d’aprés la premiére
question.
Finalement, P, @ garde un signe constant sur I.

3. Supposons par labsurde que k < n. Alors, Q@ € Ry[X] C
R, _1[X] et, d’aprés la question 4., P, € R,_1[X]*. Alors,

(Pn,Q)=0
f P,(t)Q(t)w(t)dt = 0.
I

D’apres la question précédente, P,Qw est une fonction continue
et de signe constant. Ainsi, d’aprés la positivité de l'intégrale,
P,Qw = 0 sur I. Comme w est a valeurs strictement positives,

Vo € I, Pp(2)Q(x) = 0.

Ainsi, P, Q posséde une infinité de racines soit P,Q = 0. Or
Q # 0, soit P, = 0, ce qui est absurde. Finalement, kK = n
¢ et deg@Q = n, donc toutes les racines de P, sont simples et

appartiennent a I.

<
5.5.3 Relation de récurrence
4 A
EXERCICE 5.5.3
1. Montrer que (Po,...,Pn—1,XPp—1) forme une base de
Ry, [X].
n—1
On note P, = Z apPr + anXPp_q.
k=0
2. Montrer que, pour tout j € [0,n — 3], o; = 0.
3. En déduire qu’il existe trois suites réelles (an), (bn) et (cn)
telles que
Vn €N, P,yo = (anX + bn)Pn+1 + cenPh.
L I
» SOLUTION. 1. (Po,...,Pn—1,XPp_1) est une famille de n + 1

polynémes appartenant a R, [X] et de degrés échelonnés. Ainsi,
(Po,..., Pn—1,XPp_1) est une base de R, [X].
2. Soit j < n — 3. D’aprés les définitions,

(XPo1,P;) = L tPa_1(8)P; (1) dt

=(XP;,P,_1).
—~—

€R7L72[X]

Or, d’aprés la question 4., Pp,_1 € Rp,_2[X]*.
Alors, comme (Pp, ..., P,) est orthogonale,

0 = (Pn, Pj)

n—1
Z&k(Pk,Pj) +{(XP,_1,Pj)
k=0

.p.2
a; Pjc.

Comme Pj # 0, alors a; = 0.

¢ P, a au moins n changements de signe sur
I; par le théoréme des valeurs intermédiaires,
P,, a au moins n racines dans I et comme P
est de degré n, il y a exactement n racines
simples.
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[1] p. 155

Polynémes orthogonaux — Fabien

3. D’aprés la question précédente, il existe (an—2, an—1,an) € R3
tel que
Pn = an72Pn72 + an,1Pn,1 + anXPnfl
(anX + Oén—l)Pn—l +an_2P,_o.

Ainsi, la suite (Pp)pnen satisfait une relation de récurrence d’ordre
2.

p
ExERCICE 5.5.4 Soient f € €°(I,R) et (Py)nen une famille
de polyndémes orthogonaux. Montrer que z( f, Pn)? converge et
prouver ’égalité de PARSEVAL :

+oo
VS € EOLR), 2 =) (f, Pu)?.

n=0

» SOLUTION. 4

5.5.4 Equation différentielle

Soient a et b deux fonctions définies sur un intervalle déf]a, Bl de R
borné ou non, avec a > 0 sur I. On se propose d’étudier les valeurs
propres de 'opérateur différentiel :

ef

d
T(y) = ay” + by’ (5-2)

On introduit pour cela une fonction résolvante w & valeurs strictement
positives sur I qui permet d’écrire I'opérateur T' sous une forme dont
nous verrons bientot 'utilité

1 ’
T = — (awy’
(y) w( y')
1
_ = (a/wy/ + aw/y/ + awy//)
w
/
aw
T(y) = ay” +a'y + ——y".

En égalisant avec 5.2, la fonction w doit étre solution de ’équation
différentielle linéaire du premier ordre :

aw' + (@’ —b)w =0,

’
a

A ol A est une primitive de b%

donc de la forme w = e

On voit alors que pour le produit scalaire (f, g) Lef [ f@)g(z)w(z) dz,
ona:

(T(1).9) = [ (@ws) (@) do = [awf's] - a@w(@)f @)@ do.

Si de plus la fonction aw s’annule aux bornes de I (ou tend vers 0 en
ses bornes si I est infini), on a par intégration par parties

(T(f),9) = — L a(@)w(z) f' (2)g (2) dz = (f, T(f)),



autrement dit, 'opérateur T" est symétrique.

Bien sir, il faudrait préciser un peu les hypothéses sur les fonctions a
et b pour que tout cela ait un sens, et en particulier préciser sur quel
domaine est défini le produit scalaire précédent.

Nous nous limiterons ici au cas ol a et b sont des fonctions polynomiales
de la forme

a(z) = aza® +arz +ag et b(x) = biz + bo.

Dans ce cas, 'opérateur T est, pour tout entier n € N, une application
linéaire de l'espace &, des fonctions polynomiales de degré inférieur a
n dans lui-méme et le produit scalaire (-, ) est défini sur cet espace si
f; lz|Fw(z) dz converge pour tout k < n.

Sous cette hypothése, &7, muni de ce produit scalaire est un espace
vectoriel euclidien de dimension finie n + 1, et 'opérateur T est un
endomorphisme symétrique de cet espace. Il existe alors une base
orthonormée de &2, constituée de vecteurs propres de 7.

En particulier, il existe au moins un vecteur propre P, de degré n,
qu’on peut choisir unitaire, et qui vérifie donc :

T(Pn) = M Py < aP)/ +bP), = A\, P,.
En considérant le terme de degré n dans cette égalité, on obtient :
An = n(ag(n -1+ bl).

On sait que les sous-espaces propres d’un endomorphisme symétrique
associés a des valeurs propres distinctes sont orthogonaux. Il en résulte
qui si les valeurs propres A, sont toutes distinctes, les polynoémes P,
seront deux a deux orthogonaux i.e.

L P (z) Py (z)w(xz) dz = 0 pour m # n.
Ce sera le cas si I’équation :
aan(n—1)+bin = agm(m—1)+bym <= (n—m) ((12 (n+m—1)+b1) =0
n’admet pas de solutions entiéres positives (n, m) avec n # m.

REMARQUE 5.5.1 On peut bien str ajouter a 'opérateur 7" un
terme cy, avec ¢ constant, sans changer la symétrie de T', ni les
vecteurs propres. On en fait alors que translater les valeurs propres.

5.5.5 Conclusion

Pour chaque choix de w, on construit ainsi un produit scalaire ap-
pelé produit scalaire usuel avec poids w sur €°(I,R). Pour chacun de
ces choix, l'orthogonalisation de GRAM-ScHMIDT appliqué a la base
canonique (1, X, X2,...) fait apparaitre des familles de polynémes
orthogonaux.

C’est ainsi qu’il existe beaucoup de familles connues de polyndémes
orthogonaux dont l'introduction a été motivée par la résolution d’équa-
tions différentielles issues de la physique. Ces familles de polynémes
sont aussi utilisées, via les formules de quadrature, pour calculer des
valeurs approchées d’intégrales.

Le tableau ci-dessous rassemble quelques exemples de ces familles.
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Nom ‘ 1 ‘ w(zx) ‘ Relation de récurrence ‘ Equation différentiel

LEGENDRE [—1,1] 1 (n+2)Lpqt2 =(2n+3)Lyp41 — (n+ 1)Ly (1 —x2)y"” — 2zy’ +n(n +

TcHEBYCHEV | | —1,1] 11 S Thnt2 =2XTpt1 — Th (1 —22)y"” — zy’ + n2y
— X

LAGUERRE R4 e ® (n+2)Lpt2 =(—X +2n+3)Lyp41 — (n+ 1)L, zy" + (1 —2)y +ny

HERMITE R " Hygo = 2XHpp1 — 2(n+ 1)H, Y — 2xy’ + 2ny — |

Source : [1] p. 182

Source : Exos incontournables SUP

Source : Ellipses p.176

5.6 Rayon spectral d’'une matrice

e )
DEFINITION 5.6.1 — Rayon spectral. Soient n > 2 et M €

M (C). On définit le rayon spectral de la matrice M par
def
p(M) = max{|A| | A € Spe(M)}.

ExBrRCICE 5.6.1 Montrer que M? ——— 0 implique p(M) < 1.
p—+oo

Montrer la réciproque dans les situations successives :
— M est diagonalisable;
— M ne posséde qu’une unique valeur propre complexe ;
— M € My (C) vérifie p(M) < 1.

5.7 Caractétisation des projecteurs orthogonaux

ProrposiTION 5.7.1 — . Soient E un espace euclidien et p un
projecteur de E. Alors p est un projecteur orthogonal si et seulement
si, pour tout x € E,

p(z) < z.

B DEMONSTRATION. (=) Il existe F' un sev de E tel que p soit la
projection sur F parallélement & F-. On décompose tout vecteur
de E comme la somme unique d’un élément de F et de F+ puis
on applique le théoréme de PYTHAGORE.

(<) — Raisonner par I'absurde. Soit F' et G tels que p soit la
projection sur F' parallélement & G. Considérer un vecteur
de G\ F et aboutir & une contradiction.

— Soit p une projection telle que pour tout « € E, p(z) < z.
Nous allons poser un vecteur dont la composante selon Im p
sera variable. Soit x € Kerp et y € Im p, pour tout t € R,

ty§x+ty<:>t2y2 <m+ty2
o 12y < 2? + 122 + 26z, )
2%+ 2(x,y) >0

= (z,y) = 0 car cette inégalité est vraie pour tout ¢t €

Donc Ker p et Im p sont orthogonaux et p est un projecteur
orthogonal.



5.8 Famille obtusangle

DEFINITION 5.8.1 — Famille obtusangle. Soit E un espace
euclidien de dimension n > 2. Soit (z1,...,zp) une famille de
vecteurs de E. On dit que cette famille est obtusangle si et seulement
si pour tout i # j, (z;, ;) < 0.

4 A
ExERcCICE 5.8.1 Soit E un espace vectoriel de dimension n non
nulle et soit (x1,...,xp) une famille obtusangle de E. Montrer que
p<n+1.

» SOLUTION. 4

5.9 Exercice 6.28 du ELLIPSES

EXBRCICE 5.9.1 Soit A € .#1,,(R). Montrer que B = AT A est
diagonalisable et déterminer une matrice diagonale semblable a B.

» SoLuUuTION. — On montre facilement que B est symétrique et
comme cette matrice est réelle, elle est diagonalisable.

— Toutes les lignes de B sont proportionnelles, et colinéaires a A

donc B est de rang 1 et dim Eg(B) = n — 1; la deuxiéme valeur

n
propre de B est : Tr(B) = Z ai en posant A = (a1,...,an).
k=1

n
Enfin, Diag (Z ai, o,..., O) est semblable & B.
k=1

<
5.10 Exercice
EXERCICE 5.10.1 Vrai ou faux : « les matrices carrées et symé-
triques a coefficients dans C sont diagonalisables. »
L J

Commengcons par démontrer le lemme suivant.

LemMME 5.10.1 Une matrice nilpotente non nulle n’est pas diago-

nalisable.

B DEMONSTRATION. Soit A € .#,(R) une matrice nilpotente dia-
gonalisable.

Alors il existe P € GL,(R) et D une matrice diagonale telles que
A = PDP~1. Or A est nilpotente donc il existe p € N tel que
AP = PDPP~1 = 0. Donc DP = 0 soit D =0 et A =0.

On peut aussi dire qu'une matrice ayant une unique valeur propre
(comme c’est la cas des matrices nilpotentes) est diagonalisable si et
seulement si elle est diagonale. O

Source : Planche no 7. Espaces euclidiens

(METHODE 5.9.1 ... )

Source : RMS 132 3. Agrégation Interne de
Mathématiques (premiére épreuve 2022)



86

CHAPITRE 5. ESPACES PREHILBERTIENS OU EUCLIDIENS

o

(=}

» SorLuTioN. Cette affirmation est fausse.

. . 1 .
En effet en taille 2, la matrice A def ; :1 est symétrique et
non nulle; elle vérifie A2 = 0. Or d’aprés le lemme, une matrice

nilpotente non nulle n’est pas diagonalisable. En taille n > 2 la matrice
B telle que [Bl;,; = [A]i,; si 1 < 4,5 < 2 et [B];; = 0 sinon est
elle aussi symétrique, nilpotente et non nulle et n’est donc n’est pas
diagonalisable. <

A rajouter :
— Extremums d’une fonction sur les fonctions continues
— Racine carrée d’un endomorphisme autoadjoint positif
— Endomorphismes et matrices antisymétriques



ESPACES VECTORIELS NORMES,
SUITES

6.1 e est irrationnel

[PROPOSITION 6.1.1 — . Le nombre e = exp(1l) est irrationnel. ]

, . . N Une version de la preuve est dans Proofs from
La démonstration suivante est due & Joseph FOURIER (1815). the BOOK (p.47)

B DEMONSTRATION. Supposons par ’absurde qu’il existe deux en-
a

tiers a et b non nuls tels que e = . Alors, pour tout n > 0,

nlbe =nla.

Le terme de droite est un entier et le terme de gauche s’écrit o +o0
¢ e= i
'b(1+]’+1 TR S ) !
n! — 4 =4+ — s n=
2 nl ' (n+1)! 0

qui se décompose en la somme d’un entier

ot (140 L1 1
(1t g Tt

et d’un second membre

( L 1 N 1 +)
n+l nm+1)n+2) n+1)nN+2)(n+3) '

Or ce second membre n’est pas entier car pour n > 1,

1 1 1

0< + + 4o
n+l (m+1)n+2) n+1)n+2)(n+3)

S SRR NS SRR 11
n+l (nm+1)2 (n+1)3 Tn41 1—--L1

n+1

Ainsi le membre de gauche n’est pas entier et on aboutit & une contra-

diction. On en déduit que le nombre e est irrationnel. O
J. LIOUVILLE montre en 1840 que e? est égale-
ment irrationnel. (& compléter) Charles HER-
MITE montre en 1873 que e est transcendant

6.2 Autour du lemme de CESARO

DEFINITION 6.1.1 — Nombre transcen-
dant.

6.2.1 Lemme de CESARO, application a wu, 1 = sin(u,)

Source : [1] p. 227
ExERCICE 6.2.1 Déterminer une suite simple, équivalente a la

suite définie par ug €]0, 1] et pour tout n € N,
Un+1 = sin upy,.
» ELEMENTS DE SOLUTION. On pourra déterminer o € R tel que

uy t1- ugy est convergente vers une limite non nulle, puis appliquer le
lemme de CESARO. <
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Grossiérement on voit que « ¢a marche » car

n

1 n
Up — — E ( ) Xl = 4.
2n k

k=0

—2n

s 3
DEFINITION 6.3.2 — Norme. L’applica-
tion N : E — Ry est une norme sur E
si

: VYV € E, N(x)

(1) Séparabilité
0&xz=0g.

(1) Homogénéité : Vo € E,V\ €
K, N(Az) = |X\|N(z).

(1) Inégalité triangulaire
V(z,y) € E> Nz + y)

VAN

N(z) + N(y).

Source : Inégalité de HOLDER — Bibm®@th.net

6.2.2 Une variante de CESARO

e )
ExXERCICE 6.2.2 Soit (un)nen une suite réelle convergeant vers .

On définit une suite (vn)nen par

n
def 1 0
Vn € N,v, = 2_n (k)uk
k=0

lim v, =¥.
n—-+oo

Montrer que

» ELEMENTS DE SOLUTION. Le méthode consiste & se ramener au
cas ol £ = 0 en posant deux suites auxiliares u’n = u,—~L et v;L = vy —4.
La démarche est en suite analogue a la démonstration du Lemme de
CESARO. <

6.3 Normes (? et inégalités

La suite définie une norme sur K" et établit une généralisation de
I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
Le produit scalaire sur K™ est noté (-, -).

e A
DEFINITION 6.3.1 — . Soit v € K™. Pour tout réel p > 1, on

définit 'application || « ||, par

n
def
l[ull, = E Jwil”
k=1

1/p

ProprosiTION 6.3.1 — Normes /P. Pour 1 < p < oo, 'application
z + ||z||p définie une norme sur K.

ProprosITION 6.3.2 — Inégalité de MiNkowsKI. En particu-
lier, on a ’inégalité de MINKOWSKI

lz+ylly < llzllp + llyllp-

Pour montrer que l'application || - ||, définie bien une norme sur K", il
faut entre autre montrer qu’elle vérifie I'inégalité triangulaire et pour
montrer cela nous allons d’abord démontrer I'inégalité de HOLDER :

PropPosITION 6.3.3 — Inégalité de HOLDER. En outre, on a
I'inégalité de HOLDER : soient deux réels p > 1 et ¢ > 1 tels que
1—1) + é =1 (p et g sont conjugués). Pour tout u,v € K™

|, 0| < lfullplivlla-

B DEMONSTRATION.

— Un lemme fondamental :
D’aprés la concavité de la fonction logarithme,

In(zP) n In(y?)
p q

p q
V(z,y) € R 2, In (:C— + y—) >
p q

= In(zy).


https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./h/holder.html

En passant a I’exponentielle, on obtient

zP Yl
Ty < — + —.
p q
— Un cas particulier crutial :

Nous démontrons pour le moment l'inégalité dans le cas ou
n

n
S luglP=1et Y |vg|? =1
k=1 k=1
D’aprés le lemme, pour tout k € [1,n],
luglP | [vgl?

q

[uk|ve| <

En sommant cette inégalité pour k allant de 1 & n, on obtient le
résultat.

— Raisonnement par homogénéité :
Pour obtenir le cas général, il suffit d’appliquer la cas particulier
avec

et Ju)| = L

fup | = &
B

Up T
llullp

O
REMARQUE 6.3.1 Pour p = q = 2, on retrouve I'inégalité de
CAUCHY-SCHWARZ.
Montrons maintenant que || - ||, définie bien une norme sur K”.

B DEMONSTRATION. Tout d’abord, on s’assure que || « || est bien
a valeurs positives.

(1) Séparabilité :
(<) Immédiat.
(=) Soit u € K™ tel que ||Aul|, = 0. Alors

n

Z\Aum’ =0

k=1

qui est une somme de termes positifs donc chacun des termes
est nul et
Vk € [1,n], ux =0

ce qui assure que u = 0.

(11) Homogénéité : soient u € K™ et A € K,

n 1/p

Dl = { > Pul?

k=1
(111) Inégalité triangulaire : Soient u,v € K™, montrons que
llw+vllp < llullpllvlp
Soit k € [1,n],
luk + ve|P = |ug] X Jug + v [P + ok X Jug +og P71

et sommer pour k allant de 1 & n. Appliquer le résultat précédent
a chaque somme, factoriser et multiplier I'inégalité par une somme
judicieuse.

(lire aussi Chapitre 4 - Normes page 39 [11])
Exercice 4.81 page 377 [12]
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O

ProrosiTioN 6.3.4 — . Toutes les normes de £ = K™ sont

Source : Proposition 4.1.3. [11] équivalentes. Par exemple :

lzlloo < ll2llp < P™/Pllzllo
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SUITES & SERIES NUMERIQUES

Bien avant qu’elle ne soit conceptualisée, on a utilisé des itérations ou
est sous-jacente la notion de suite. Par exemple, ARCHIMEDE quand
il cherche une valeur approchée de w considere les suites (py) et (Pp)
des périmétres des polygones inscrits et circonscrits a un cercle de

rayon 1 et aboutit 4 des formules qui équivalent & p2y, = \/pnPn et
_ 2Pppon

Pen = p2ntPn .

La théorie des suites au sens moderne est établie au début au début du

X1x°¢ siécle quand s’affirme la volonté de donner a ’analyse des bases
rigoureuses qui la débarrassent des notions métaphysiques d’infiniment
petits ou de quantités évanouissantes. Dans ses Notions fondamentales
de la théorie des suites, rédigée vers 1800 et restées inédites, GAUss
donne la définition moderne d’une suite (application de N dans R).
II définit les notions de majorant et de borne supérieure d’une suite.
Plus intéressant encore, il donne les définitions de la limite supérieure

et de la limite inférieure d’une suite (limsupa, = lim supap, et
n—-+oo p=n
liminfa, = lim inf ap, dans le langage d’aujourd’hui) et, quand

n——+oo p=>n
ces deux quantités sont égales, appelle leur valeur commune la limite
de la suite.
C’est le Cours d’analyse de CAUuCHY (1821) qui ouvre la voie a I’analyse
moderne. Dans le chapitre des Préliminaires, il donne les définitions
d’une suite et de la limite d’une suite, les premiéres définitions précises
de +00 et —oo, introduit la notion de valeur d’adhérence. Le « critére
de CaucHY » de convergence, déja connu de BOLZANO est explicité
pour les séries.
Pendant une grande partie du X1x° siécle, la convergence d’une suite
de CaucHY ou d’une suite croissante majorée sont présentés comme
des axiomes qui constituent le fondement de toutes les questions ou
intervient la notion de limite. Ce point de vue va étre remis en cause
par MERAY (1868) puis par CANTOR (1872) qui, voulant en donner des
Jjustifications précises, contruisent R a partir des suites de CAUCHY de
Q.
La théorie des suites réelles dont tous les concepts sont parfaitement
définis depuis la fin du XIx® a connu récemment des développements
importants avec I’étude des systémes dynamiques, qui apportent un
regard nouveau sur les suites définies par une relation de récurrence
de la forme un+1 = f(un). Si la fonction f est continue et si la suite
converge, sa limite ¢ est nécessairement un point fixe de f. Ce fait,
démontré par CAUCHY, est a la base de toutes les méthodes numériques
itératives. L’intérét pour telles suites est ancien. Dans le traité De
la méthode des fluxions et des suites infinies (1740), pour obtenir
une valeur approchée d’une solution de I’équation g(x) = 0. NEWTON
expose ce qu’on appelle depuis « méthode de NEWTON » : prenant ag
proche de la solution de I’équation, on considére une suite vérifiant

Ant1 = an — g(an)
n - n .
g’ (an)

C’est lors de I’étude de certains systémes dynamiques discrets * qu’est
apparue la notion de chaos, qui a connu ces derniéres décennies un

*. Qui revient & ’étude du comportement des applications itérées f™ : X — X.

(ao,g(ao))

(a1, 9(ar)

poinfas, g(az)) 1
recherché T

o a3 az ay ag

Illustration de la méthode de NEwTON
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L’ensemble de MANDELBROT

grand succés. Pour des fonctions f trés simples (par exemple une
fonction trinéme), le systéme dynamique peut avoir un comportement
qui semble aléatoire. L’exemple le plus connu est la suite logistique
vérifiant une relation de la forme
tnt1 = (14 @)un — au?.

Cette suite a été utilisée par VERHULST en 1845 pour décrire un modéle
de croissance de la population. Pour 0 < o < 2 et une population ug
pas trop importante, la suite (un) converge vers la population stable
1. Mais comme I’a démontré en 1963 le météorologiste E. N. LORENZ,
pour des valeurs plus grandes de «, cette loi décrit certains aspects des
flux turbulents.
Dans les années 1980, de grands progrés ont été accomplis dans I’étude
de ces systémes dynamiques grace a la puissance des ordinateurs. Par
exemple, pour la suite logistique, on observe que, pour 2 < a < 2,5,
le comportement de la suite tend vers une oscillation réguliére entre
deux valeurs (cycle d’ordre 2) ; puis pour 2,5 < «a < 2,55, vers un cycle
d’ordre 4 ; ensuite quand o augmente, vers des cycles d’ordres 8,16, . ..
Au-dela de 2,57 environ, le systéme devient chaotique. FEIGENBAUM
a montré en 1981 que, pour une classe assez large d’applications f
de [—1,1] dans [—1,1] et fx = Af,0 < XA < 1, le systéme dynamique
défini par un4+1 = fa(un) a un comportement comparable : il existe
une suite croissante de valeurs \; du paramétre \ pour lesquelles
la dynamique change (le nombre de points d’un cycle double quand
A, supposé passage de \j) jusqu’a une valeur critique Ao, de telle

1Ay
Aj+2=Aj+1
indépendante de f. Au-dela de Ao, on retrouve des cycles stables de
période 3 - 29 et des points de bifurcation.
On s’est aussi intéressé a l'itération de fonction complexes, en particulier
les fonction f : x — 22 +¢, ot ¢ € C. On étudie 'ensemble des nombres
complexes z pour lesquels la suite de premier terme z est bornée. On
note K. cet ensemble, et on 'appelle ensemble de JuLIA. Sa frontiére
présente des formes trés belles et trés variés selon les valeurs de c. Les
premiers résultats, établis entre 1905 et 1920, sont dus & FATOU et JULIA
(évidemment sans aucun moyen informatique). En 1980, MANDELBROT
étudia I’ensemble des points ¢ pour lesquels 0 est dans K. (le célébre
ensemble de MANDELBROT).

maniére que tende vers § = 4,669 ..., constante universelle

Les ensembles de JuLia ont les propriétés des fractales, en particulier
Pautosimilitude. En revanche, I’ensemble de M ANDELBROT est extraor-
dinairement varié : plus I’échelle est grande, plus I'image se complique.
On a montré un caractére universel de I’ensemble de M [ANDELBROT :
pour diverses fonctions complexes a un paramétre, on trouve des copies
déformées de cet ensemble.

Séries numériques (oraux x-ens)
Dans une tentative d’historique des séries numériques, nous pourrions
faire remonter leurs origines aux travaux développés dés la fin du

xvII® siécle autour du comportement asymptotique de sommes du type
n

Z f(k). Quelques années aprés les travaux de BERNOULLI sur ce sujet,
k=1

EULER et MAac-LAURIN produisent indépendamment une « formule
sommatoire » obtenue par inversion d’identités tayloriennes :

Y W RO ) ) ) ) — 0
Zf(k) :J-O I+ 2! + 31 - ol
k=1



Si Iexpression générale donnant les coefficients de cette formule leur
échappe dans un premier temps, EULER établit leur lien avec les coeffi-
cients du développement en série de = et les nombres de BERNOULLI,

n
introduits par celui-ci dans le calcul des sommes Z kP o . EULER en
k=1
“+ oo
déduit, par de jolis calculs, les sommes des séries Z nés pour s en-
n=1
tier naturel non nul ¢ . Cependant, le probléme de la convergence des

sommes en question n’est jamais au centre de leurs réflexions et I’aspect
formel I'emporte, ce qui conduit parfois les plus grands mathématiciens
du siécle a commettre de lourdes erreurs. Vers 1768, D’ ALEMBERT com-
mence & douter de la validité de ’emploi de séries non convergentes. En
1826, le mot d’ABEL illustre parfaitement cette nouvelle préoccupation :
« Les séries divergentes sont des inventions du diable, et c’est une honte
que ’on ose fonder sur elles la moindre démonstration. On peut en
tirer tout ce qu’on veut quand on les emploie et ce sont elles qui ont
produit tant d’échecs et tant de paradoxes » ((Euvres, 1881).

Mais ce sont les nécessités du calcul numérique qui imposent vraiment
un effort de rigueur dont GAUss, s’étant fait une idée claire de la notion
de limite, sera le principal artisan. A partir de la, il parait naturel
d’établir des critéres simples de convergence : on en doit plusieurs a
CAucHY, et notamment celui qui porte son nom : si la suite de réels
positifs (an)n>0 est telle que la limite supérieure de {/ay, est stricte-
ment inférieure a 1, alors la série Z an est convergente.

(il y a une suite)

¢ En notant by, les nombres de BERNOULLI,

Pour |z| < 27,
oo
T b zk
T —1 k k!
k=0
¢ Soit s € N*,
“+ oo
Z L |basl(2m)?®
n2s 2(2s)!
n=1

npmtl—k

m+1—k
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7.1 Lemme de CESARO

LeMME 7.1.1 Soit (un)nen+ une suite réelle ou complexe conver-
n

; A 1
geant vers £. Alors la suite de terme général -~ Z ug converge
k=1
aussi vers £.

B DEMONSTRATION. Soit € > 0. Comme la suite (u,) converge vers
£, il existe un rang ng € N* tel que pour tout n > ng, |up —¢] <e.
Soit n > no,

n n

%Zuk—f - %Z(uk—e)

k=1 k=1

n
1
par l'inégalité triangulaire < — g |ug — £
n
k=1

1 no—1 n
(oY )
n ——
k=1 k=ng <e
—_————
def
=K
K
< — +e
n
Or lim % = 0 donc il existe un rang n; € N* tel que pour tout
n— oo
n=ni, %| < e.

Ainsi pour tout n > max{ng,n1},

n
On en déduit que la suite (% Z uk) converge vers £. O
neN*

REMARQUE 7.1.1 La réciproque du lemme de CESARO est
fausse. Une suite (un) peut converger au sens de CESARO i.e.

n
(% Z uk) converge sans pour autant que la suite (un)
k=1 neN*

converge. Par exemple la suite ((—1)")

7.2 Série harmonique & Constante d’EULER

DEFINITION 7.2.1 — Série harmonique.

n
defz 1
k=1



lim H, = +oco.

n—-+oo

PRrROPOSITION 7.2.1 — .

PROPOSITION 7.2.2 — Equivalent de la série harmonique.
vn>1,In(n+1) <H, <lnn+1et
H, Inn.

~
n—-+oo

( A

DEFINITION 7.2.2 — Constante d’EULER. La constante
d’EULER 7y est définie par :

% Jim (Hn - 1n(n)) ~ 0,577 215 664 . ..

n— oo

ProprosiTION 7.2.3 — Développement asymptotique de la
série harmonique.

1

2)

1
mﬁ%ﬁ+wmn+w+——+0<
2n

B DEMONSTRATION.
Poser v, = Hp, — In(n)

Montrer que vp41 — vn =0 (niz)

n
1
’unzzz—ln(n)
k=1
" & kE+1
=N 2N (2 L
- om (M)
k=1 k=1 (
1 =1 1
:;+k§:(rln(1‘z))
=1

On peut aussi montrer...

... la décroissance de la suite (vn).
Soit n € N.
1

Up — Unt1 = In(n+ 1) — In(n) — p—— ]

Deux méthodes :

— On transforme In(n + 1) — In(n) en intégrale :

(

n+1

Un — Un+1 :J
n

1 1

t n—+1

>0

)dt>0.

THEOREME 7.2.1 — Comparaison série
/ intégrale. [5] ch 2.

Soit f une fonction continue par mor-
ceaux, décroissante de Ry a valeurs dans
Ry . Alors, la série de terme général

def [T

wn 2|7 f0)at— f(n)

est convergente. En particulier, E f(n)

converge si et seulement si —

z
f f(t) dt admet une limite finie en +oo.
0

a3

METHODE 7.2.1 Le théoréme de compa-
raison série / intégrale permet

— de montrer qu’une série converge
ou diverge,

d’obtenir un équivalent
somme partielle de série diver-
gente,

d’obtenir un équivalent du reste
d’une série convergente.

d’une

N\
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— D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe c €
Jn,n + 1] tel que

1
In(n +1) —In(n) =In’(c)((n +1) —n) = =~
c
d’ou l'on tire que

1 1
'Un_vn+l:7_n+1

> 0.

... que Vn € N*, In(n+ 1) < H, < In(n) + 1 grace a 'encadrement
Source : Grands classiques de concours : séries ve 4 . 1 O
numeériques - La série harmonique maths- de 1 lntegrale sur [k7 k + 1] de la fonction ¢ T

france.fr

p

too /1 1
EXERCICE 7.2.1 Montrer que l'intégrale j (— = —) dz est
1 lz] =

Source : [1] p. 334
égale a .

e A
METHODE 7.2.2 Quand un exercice améne & manipuler des parties
entiéres, il est trés souvent judicieux d’utiliser les encadrements
suivants

z—1< |z| £z,

lz] <z < |z]+1.

» SOLUTION. <

7.3 Séries de BERTRAND

Voir aussi [inégrales de BERTRAND] s
DEFINITION 7.3.1 — Séries de BERTRAND. Soient « et 8 deux

réels. On nomme série de BERTRAND la série

Z :
« B :
=" In” (n)

nz

THEOREME 7.3.1 — Condition de convergence des séries de
BerTrAND. La série de BERTRAND converge si et seulement si

a>1
ou
a=let>1

B DEMoNSTRATION. Distinguons trois cas selon les valeurs prises
par a :

> Cas ou a > 1. Soit v €]1, af. Par croissances comparées,

: (%)
— =0 — ).
ne Inf(n) oo \ny

Or, d’aprés le théoréme sur les séries de RIEMANN, la série de
1
ny
théorémes de comparaison, Z

terme général converge car v > 1. Ainsi, en appliquant les

1
ma B (m) COmVerge.


https://maths-france.fr/wp-content/uploads/serie_harmonique_fiche.pdf
https://maths-france.fr/wp-content/uploads/serie_harmonique_fiche.pdf
https://maths-france.fr/wp-content/uploads/serie_harmonique_fiche.pdf

> Cas ou a < 1. Soit v €]a, 1[.Par croissances comparées,

1
n———— ———— 400
ne lnB(n) n—-+oo

N . s . 1 1 s N

donc a partir d’un certain rang, PP () 2 & >0. Or, d’apreés
le théoréme sur les séries de RIEMANN, la série de terme général
n% diverge car v < 1. Ainsi, en appliquant les théorémes de

comparaison, Z diverge.

S S
n® Inf (n)

Cas ot a = 1. Si 8 <0, pour n assez grand, % et la

T
série de BERTRAND est divergente.

On considére maintenant le cas a = 1, § > 0. Les théorémes
généraux ne permettent pas de l’étudier. On associe a la série
de BERTRAND la fonction = — ﬁ, définie sur l’intervalle
|1, 4o00[. Cette fonction est positive et décroissante. La série est

~ e 1 .
de méme nature que l'intégrale f2+°° T dt, transformée par le

changement de variable bijectif u = Int en I'intégrale f;;o u% du.

Cette derniére converge si et seulement si 8 > 1.

O

L’exercice suivant améne & étudier le comportement des séries de
BERTRAND dans le cas ou 8 = 1.

p

EXERCICE 7.3.1 On note h: z — Z

+oo

_1

nTlnn"

n=2

. Etudier la continuité de h sur son domaine de définition.

. Etudier les limites de h aux bornes de son intervalle de défi-
nition.

. Déterminer des équivalents de h aux bornes de son intervalle
de définition.

. 1
» SoLuTION. On note fy : t — -

D’aprés le théoréeme de BERTRAND sur les séries numériques,

Pensemble de définition de h est Dy, d:ef}l7 “+ool.

Soit @ > 1. On se place sur I £ [a, +oo[. Pour tout z € I,
] <
n®lnn|  n%lnn

comme a > 1, d’aprés le théoréme de BERTRAND sur les séries
numériques, la série du terme majorant converge et donc par
théoréme de comparaison, la suite (fz) converge normalement sur
tout segment de la forme de I. On en déduit que h est continue
sur Dy,.

<+ En +o00 : comme la série des f; converge uniformément sur

[2, 400 (on aurait pu choisir une valeur que 2), d’aprés le
théoréme de la double limite

+o0
a:BToo h(z) = z:; LETOO fz(n)] =0.

— En 17 : On montre que la fonction fo est décroissante et

donc h aussi. On note £ = lirf h. D’aprés le théoréeme de la
1
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limite monotone, £ € R U {+oo}.
Supponson que ¢ € R, alors

™= Y
h = >
@) Z nZlnn Z n®lnn
n=2 n=2

et en passant & la limite quand z tend vers 11 dans 'inégalité
(ce qui est licite) on obtient

N

£ Z TL;ITL.

n=2

Nous aboutissons donc a une contradiction car la somme
minorante diverge quand N tend vers +oco. Finalement,

limh = 4+o0.
1+

2. — En +o00 : on intuite que la premier terme de la somme
domine les autres. On a

X /2\" In2
. n
2% In(2)h(z) =1+ E (5) nn
n=3

On peut montrer(...) que la somme converge normalement
sur [2,4+o00[. On en déduit que

1
oo 2% In2°

h(z)

— En 17 : un encadrement par la méthode des rectangles
permet de trouver

<@ < [ noa

—+oo
t)dt .
J; fz() + 2 +72”1n2

2% In2

On en déduit que

h(z) ~ Fm Fult) dt

1+ J2
soit aprés calculs (...)

h(x) o —In(z — 1).

<
7.4 Deux sommes
+ +
= (D" N D
EXERCICE 7.4.1 Calculer Z et Z .
n 2n+1
n=1 n=0
» ELEMENTS DE SOLUTION. — Exprimer les termes généraux

avec une intégrale.



7.5 Sommation des relations de comparaison

PROPOSITION 7.5.1 — . Soient (an)nen* €t (bn)nen+ deux suites
a valeurs positives telles que ap ~ by

n n
— Si Z an, diverge, alors Z ap ~ Z by,
k=1 k=1
+oo

+oo
— Si Zan converge, alors E ag ~ g b

k=n+1 k=n+1

Il y a des résultats analogues si an = o(bp) ou si an, = 0(by).

B DEMONSTRATION. On suppose que Zan diverge. On sait que
an ~ by est équivalent & an — b, = 0(bn), autrement dit, pour € > 0,
il existe un rang ng & partir duquel |a, — bp| < €an.

n n
Pour tout n € N*, on note A, L=t Z ay et Bp def Z b
k=1 k=1

Soit n > no,

|An - Bn| = Z(ak - bk)
k=1

n
par linégalité triangulaire < E |an — bn|

k=1
no—1 n
< E |‘1k_bk|+2 lax — bk
——
k=1 k=ngo <eay,
—_——
d_ef
n
<C+e E ag

k=ng

comme (an) est & valeurs positives < C' + A,

Comme Z an, est divergente et a valeurs positives, A, — 400 et donc
a partir d’un certain rang ni, Ape > C. Ainsi pour n > max{ng,n1},
|An — Bn| < 2eA,.

Donc A, — By = 0(Ay) ce qui équivaut a A, ~ B, O

7.6 Reégle de RaABE-DUHAMEL

Nous rappelons la régle de D’ ALEMBERT qui au programme.

THEOREME 7.6.1 — Régle de b’ ALEMBERT. On suppose que
lim 2 =
n——+oo Un

Diagramme de la démonstration

an ~ bp —L an — bp = o(an)

[

Ap ~ By <= A, — B, = 0o(Ap)
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Voir exercice 3.43. [12]

Source :

[5] (Exercice 2. TD I)

— Si ¢ < 1, alors Zun converge.
— Si ¢ > 1, alors Zun diverge.

Par contre, lorsque £ = 1, nous ne pouvons pas conclure. En effet,

1 1
E — diverge et E —; converge.
n n

Le théoréme suivant donne un critére de convergence de la série lorsque
¢ =1 et que...

THEOREME 7.6.2 RAABE-DUHAMEL. Soit a un réel et
(un)nen une suite de réels strictement positifs. On suppose que

1
M:1_2+@(_2>,
Un n n

Alors Z up, converge si et seulement si o > 1.

H DEMONSTRATION. (é) Montrer que si up, = n% avec K >0 et
a > 1 alors (un) vérifie la relation.

(<) Soit (vy) une suite vérifiant les hypothéses. Montrer qu’il existe
K > 0 tel que vy, ~ % avec a > 0. Pour cela, étudier la série

de terme général In(vy,).

O

On ne peut pas conclure si o = 1.

7.7 Suites sous-additive

DEFINITION 7.7.1 — Suite sous-additive. Une suite (un)n>1
est dite sous-additive si pour tout couple d’entiers non nuls (n,m),

Un+m K Un + Um-
\
h

EXERCICE 7.7.1 Soit (un)n>1 une suite sous-additive. On pose

def . up
n = min s
ke[1,n]

1. a) Soit « € Ry et, pour n € N* ¢, 4 . Montrer que (tn)

est sous-additive si et seulement si o < 1. Déterminer
alors la limite de la suite (¢, /n).

b) Soit (wy) une suite réelle telle que pour tout (n,m) €
(N*)2, Wy tm = Wn + Wwim. Montrer que (wy) est sous-
additive et calculer la limite de la suite (wn/n).

2. Montrer qu’il existe £ € RU {—oo} telle que lim v, =¢.
n——+oo

3. Montrer que pour tout (m,n) € (N*)2, Unm < MUn.
4. On suppose que £ # —oo. Soit € > 0.

a) Montrer qu’il existe m € N tel que %2 < £ 4-¢.
b) En utilisant le théoréme de la division euclidienne, mon-

trer que ("—") converge vers £.
n /n>1



https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e01.pdf

» SOLUTION. 1.a)

(<) Etudier les cas ot n = m

(=) Etudier la fonction f: x> 1+ 2% — (1 +2)°.

1.b)

Ftudier le cas oit m = 1 et montrer que wy = nwi.

2)

Montrer que la suite (vn) est décroissante.

4.b)

Soit (n,m) € (N*)2. D’aprés le théoréme de la division euclidienne, il
existe un unique couple (k,r) € N* x [0, m — 1] tel que n = km + 7.
Utiliser successivment la définition d’une suite sous-additive et les
résultats des questions 3) et 4.a). N

7.8 Etude de la suite de terme général

(5 2 (o))"

ExercIicE 7.8.1 Soit f une supposée continue et positive sur
[a,b]. Etudier la suite de terme général

1 b 1/n
und=ef<b_aL f(x)ndw> .

» ELEMENTS DE SOLUTION. — La démarche générale consiste
a encadrer u,.

— Majoration : f est continue sur un segment donc est en particuler
bornée par un réel positif M. On peut montrer que u, < M
(ne pas oublier U'argument de la continuité lors du passage &
Uintégrale).

— Minoration : soit € > 0, soit zg tel que f(zg) = M. Comme f
est continue en x, il existe [c,d] C [a,b] tel que zg € [c,d] et
pour tout z € [¢,d], f(z) > M — e (un dessin permet de bien
comprendre la stratégie).

1
On peut ensuite montrer que u, > (Z:;) /n (M—-—¢) ——
n——+oo
M —e.

— Finalement, up, — M = r[na)](f = f.
a,b

7.9 Transformation d’ ABEL

La technique des transformations d’ABEL peut étre vue comme des
intégrations par parties discrétes. On s’intéresse & la nature de la série

> anbn olt (an)pen et (bn)nen sont deux suites réelles ou complexes.

n
def . .
Pour n > 0 on note A,, = Z ap la n-iéme somme partielle de la
k=0
série Z an. On peut alors écrire a, = Ap, — Ap—1 (avec la convention

Source :

Source :

[5] (Exercice 9. TD I)

Texte de [12] p. 262.
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Source : [13]

[

THEOREME 7.10.1 . Soient E Wy,
et ; “v, deux séries telles que ; Unp

l

A_1 = 0) et ainsi, pour tout entier N on a

N

N N N
Zanbn - Z(An — Ap_1)bn = ZAnbn - ZAn,lbn
n=0 n;O o n=0 n=0
= ZAnbn - Z Anbnit
n=0 n=0

N N

D anbn = Anbyii = Y Anlbnst —ba). (¥)

n=0 n=0

La suite (Ay) joue le role de la « primitive » de arn et bp+1 — by celui
de la « dérivée » de by,.

Une application classique correspond & ce qu’on appelle parfois théo-
réme d’ABEL ou test de DIRICHLET :

THEOREME 7.9.1 — . Lorsque la suite (bn)nen est décroissante
de limite nulle et la suite des sommes partielles (A, ) est bornée,
alors la série Z anby converge.

En effet, dans (x) le terme Anbyn1 converge vers 0 quand N tend
vers l'infini et la série Z Ap(bn — bpg1) est absolument convergente
car le terme général est un 6(b, — by41) avec la série & termes positifs
> (bn — bpy1) qui est convergente.

i
eln®

Appliquons ce théoréme aux séries trigonométriques de la forme Z

nC\/
of of
avec a > 0 et « # 0[27] en prenant an, Lf ginz ot b, n% Les sommes
partielles (Ay) sont effectivement bornées puisque
- ik 1 — ei(nt+D)z sin (nTﬂw) 1
[An| = | = o = —— ST
2 S N A N N 6]

k=0

Historiquement cette transformation fut utilisée par ABEL en 1826
pour donner un exemple de série de fonctions continues dont la somme

n’est pas continue T, & savoir Z SEDE,

EXERCICE 7.9.1 Soient (€n)nen une suite & termes dans {—1,1},

et (an)neN une suite décroissante de réels positifs telle que Z Enln
n

converge. Montrer que an Z en — 0.
k=0 n—-+4oo

7.10 Convergence et calcul de }° o=

ExXERCICE 7.10.1 Montrer la convergence de la série de terme
“+ oo
et prouver que 7 = 2.

=il

S

général o=

t. Caucny affirme, en 1821, que la somme d’une série de fonctions continue
est toujours continue (rajouter la référence)



» ELEMENTS DE SOLUTION. Deux méthodes de résolution sont
possibles bien que la premiére soit plus élégante.

— La série Z 2% est une série géométrique absolument convergente.
Ainsi, d’aprés le résultat sur les produits de CaucHhy,

2

“+oo +oo T 1 “+oo 1

T
Zgr—lz ng.gr—k: ZQT =4
r=0 r=0 k=0 r=0

n
— On peut également étudier la fonction g : x — Z g—:

r=0
<
7.11 Suites du type f(z,) =n
EXERCICE 7.11.1 Soit n € N, montrer que I’équation ze® = n )
admet une unique solution z, € R, en donner un équivalent puis Source : Exercice X 1 p.226 de [1]
un équivalent de y, = xn — In(n).
EXERCICE 7.11.2 Soit n € N*, montrer que I’équation z+1In(x) =
n admet une unique solution z, € R, en donner un équivalent.
7.12 Suites définies implicitement
e 3
METHODE 7.12.1
. Source : Texte de [12] p. 181.
1. Montrer 'existence de zn,
2. Démontrer la convergence de la suite z,,
3. Déterminer un équivalent
4. Déterminer un développement asymptotique de z,
Pour cela il faut commencer par déterminer dans la relation
qui définit x, quels sont les termes prépondérants.
. I
7.13 Sommation par paquets
EXERCICE 7.13.1 Soit Z Un une série a termes réels positifs,
n>1 Source : [1] p. 340

telle que (un)n>1 est décroissante. Montrer que les séries Z Yp
n>1
et Z 2™uon sont de méme nature.
n>2

7.14 Plan d’étude des suites u, 1 = f(uy)

La fonction f doit étre continue.

1. Trouver un invervalle I stable par f (f(I) C I). Le segment I
doit contenir, au moins & partir d’un certain rang, tous les termes
de la suite.

2. Recherche des points fixes de la fonction f dans I.

3. ..
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Source : Suites et Séries (L2) (1.4.3)
GUYADER

Arnaud

7.15 Techniques classiques

7.15.1 Développements asymptotiques

Dans de nombreuses situations, on conclut sur la nature d’une série
en se ramenant & une série plus simple. On a vu que pour les séries a
termers positifs, il suffit de se ramener & un équivalent. Ceci n’est plus
le cas avec des séries & termes de signe quelconque. Par ailleurs, un
équivalent correspond & une approximation au premier ordre, laquelle
ne permet pas forcément de conclure.

Dans ces deux situations, il suffit souvent d’écrire un développement
asymptotique du terme général, c’est-a-dire d’étre plus précis dans
l’approximation. Celui-ci est généralement en % ou en —— et s’arréte

vn

au premier terme absolument convergent, en — ou —.
k] n2 n3 /2

Exemples :

Zln (1 + (_1)n) est divergente
Vvn '

n>2

1 1
E (— — V/nsin 7) est absolument convergente.
vn n

n>1

7.15.2 Groupements de termes

Considérons une série numeérique Zun dont on veut déterminer la
nature. On commence par s’assurer que le terme général (u, ) tend vers
zéro, sinon la série est trivialement divergente. Ceci fait, il faudrait
montrer que la suite (sx) des sommes partielles est convergente, ce qui
n’est pas toujours facile. En particulier, il est parfois plus simple de
montrer qu’une sous-suite de (sx) converge, par exemple en effectuant
des regroupements de termes, et de conclure ensuite.

Cadre typique d’application : on réussit & montrer que (san) converge,
disons vers s. Alors pour la sous-suite (s2n41), il suffit d’écrire :

S2N+1 = S2N + U2N+1,
et si la série ne diverge par trivialement, on a

lim SaN+1 = lim SoN = S,
N—+oco N—+oco

c’est-a-dire que

lim sy = s,
— 00

la série converge.

7.16 Complément : Suites de CAUCHY

Issu du cours de Sophie DEDE (Stanislas Paris).

DEFINITION 7.16.1 — Suite de CAUCHY. Soit (un)neN une
suite réelle. La suite (un)nen est dite de CAucCHY si et seulement


https://perso.lpsm.paris/~aguyader/files/teaching/Series.pdf
https://perso.lpsm.paris/~aguyader/files/teaching/Series.pdf
https://sophiedede.wordpress.com/

Ve > 0,3IN € N,Vn > N,Vp € N, [un1p — un| <e.

ProPOSITION 7.16.1 — . Soit (un)neNn une suite réelle conver-
gente. Alors (up)nen est une suite de CAUCHY.

B DEMONSTRATION. Soit ¢ def lim u, : Ve > 0,dN € N,Vn >

n— oo
N, fun — £ < 5.
Donc, a ’aide de I'inégalité triangulaire, on obtient,

Yn 2= N,Vp €N, |uptp — Un| < |unsp — £ + |un — €| <e,

carn+p> N. O

THEorEME 7.16.1 — . Toute suite réelle de CAUCHY converge
dans R.

Pour prouver ce résultat, on commence par démontrer deux lemmes.

LeMME 7.16.1 Soit (un )nen une suite réelle de CAuCHY qui admet
une sous-suite convergente dans R, alors (un),en est convergente.

B DEMONSTRATION. Soit ¢ : N — N strictement croissante telle
que (u¢(n)) o converge vers LeR:
n

Ve >0,AN e N,n > N = |u¢,(n) —{ <e.
La suite (un)pen est de Cauchy, donc : Ve > 0,3IN’ € N,Vn >
N',Vp € N, |untp — un| <e.
De plus, Vn € N, p(n) > n, donc si n > max{N, N}, on a :
Vp €N, [tg(n)4p = € < lUgp(n)tp = Upm)| + [Uupm) — € < 26
yy def /
Donc, en notant N/ = go(max{N7 N }), on a:

Vp €N, |’LLNN+p — ﬁ‘ < 2e.

Ainsi,

vn = N, |Ju, — €] < 2¢,
donc, (un)pen converge vers £. O
[ LevME 7.16.2 Toute suite de CAUCHY est bornée. ]

B DEMONSTRATION. Soit (upn)pen une suite réelle de CAUCHY :
Ve > 0,3N € N,Vn > N,Vp € N, [uptp — un| <e.

Donc,
dN e N,Vp € N,|’U,N+p —un| < 1.
Ainsi,
Vp € N, "LLNerl <1+ |uN|
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On en déduit :

Vn € N, un| < max {|uol, .., [uN — 1], [un|+ 1}.

Revenons a la démonstration du théoréme.

B DEMONSTRATION. Soit (un)nen une suite réelle de Cauchy. D’apreés
le second lemme, la suite (un)nen est bornée donc d’aprés le théoréme
de BoLzANO-WEIERSTRASS, (un)nenN admet une sous-suite convergente.
Donc, d’aprés le premier lemme, (up)nen est convergente. O

4 )
DEFINITION 7.16.2 — Ensemble complet. On dit alors que

R est complet, c’est-a-dire que toute suite de CAaucHY réelle est

convergente et admet une limite dans R.
&

REMARQUE 7.16.1
Ve > 0,AN € N,n > N = |unt1 —un| <€

n’entraine pas la convergence de la suite (un)nen-

En effet, si pour tout n € N on pose up =f In(n + 1) alors

1 1
Vn € N, |u —u <ln(1+7><7.
7|n+1 n|\ I \TL+1
On en déduit
1
VE>O,H> - :>|’U,n+1—u,n|<€,
€
et pourtant la suite (un)nen diverge vers +oo.
(REMARQUE 7.16.2 Q n’est pas complet. J
En effet, si pour tout n € N, on pose up, def %. La suite (un)nen

est a valeurs rationnelles et converge vers v/2 € R \ Q.



INTEGRATION

8.1 Fonction intégrable et décroissante sur R™

ExeErcice 8.1.1 Soit f: Ry — R une fonction continue, décrois-

sante et intégrable. Montrer que zf(z) —— 0.
T—+oo

Source : [1] p. 268

» ELEMENTS DE SOLUTION. — Montrer que f tend vers o en
utilisant sa décroissance et son intégrabilité. f est donc & valeurs
positives.

— Encadrer zf(x) en écrivant x =2- 5.

<
8.2 Calcul d’une intégrale impropre
T
EXERCICE 8.2.1 Calculerf In(sin¢) d¢.
0
» ELEMENTS DE SOLUTION. = —7In(2) <

8.3 Intégrales de BERTRAND

THEOREME 8.3.1 — BERTRAND. Soient (o, 3) € R? et

1

Alors,

s a>1
J f converge si et seulement si ¢ ou

2 a=letf>1

B DEMONSTRATION. Distinguons trois cas selon les valeurs prises
par o :

> Cas ou a > 1. Soit v €]1, af. Par croissances comparées,

1 (%)
—— =0 — ).
tomfy o\
1

Or, d’aprés le théoréme de RIEMANN, la fonction ¢ — % est inté-
grable sur [2,4o00[ car v > 1. Ainsi, en appliquant les théorémes

de comparaison, f; °° f converge.
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> Cas ou a < 1. Soit v €]a, 1[.Par croissances comparées,

£ f(t) —— +oo
t——+o0

donc a partir d’un certain rang, f(t) > t% > 0. Or, d’aprés le

théoréme de RIEMANN, la fonction ¢ — t% n’est intégrable pas

sur [2,4+o0o[ car v < 1. Ainsi, en appliquant les théorémes de
comparaison (les intégrandes sont positives), f2+ > f diverge.
> Cas ol oo = 1. Revenons aux intégrales partielles : soit X > 2,

X
1-8
fX Lo [%] sif#1,
2 tlnP(t) X’ i3
[In(Int)]; sif=1.
On en déduit que l'intégrale de la fonction ¢ — m converge
sur [2, +oo] si et seulement si 5 > 1.
O

8.4 Une propriété géométique de I'intégrale

ExeRCICE 8.4.1 Soit f de classe €' sur [a,b] telle que f’ soit
strictement positive sur [a, b]. Calculer :

b 5)
J fodt+ [ e
. 7@

» ELEMENTS DE SOLUTION. — Justifier que f~1 est licite.
— Calculer le deuxiéme terme en posant ¢t = f(u).
— Effectuer une IPP sur le deuxiéme terme pour conclure. Donner
une interprétation géométrique.

8.5 Permutation somme/intégrale

ExErcIcE 8.5.1 Justifier les convergences, puis I’égalité :

+oo
Z (-n)"(2n+1) 1 J‘+°° cos(zt) W
@2n+1)24+22 2 ) cht ’

n=0

. 1 _ et
» ELEMENTS DE SOLUTION. Toh(D) — T3e—7¢



8.6 Lemme de LEBESGUE

EXERCICE 8.6.1
. 1 Source : [4] Planche no 37. Intégration sur un
1. On suppose que f est une fonction de classe €' sur [a,b]. segment

Montrer que

b
lim sin(At) f(t) dt = 0.
A—4o00 Jg
2. Redémontrer le méme résultat en supposant simplement que
la fonction f est continue par morceaux sur [a, b].

» SOLUTION. 1. Puisque la fonction f est de classe ¢ sur [a, b],
on peut effectuer une intégration par parties qui fournit pour
A>0:

b b b
L F(®)sin(A) dt| = ‘i (—[cosut)f(t)}i + j £() cos(At) dt) <3 <f<a>| +1£0)] +L If’(t)ldt> .

Cette derniére expression tend vers 0 quand A tend vers 400, et
donc ff: f(¢) sin(At) dt tend vers 0 quand X tend vers +oo.
2. Si la fonction f est simplement supposée continue par morceaux,
on ne peut donc plus effectuer une intégration par parties.
Le résultat est clair si f = 1, car pour A > 0, Uf: sin(At) dt| =
cos(Aa)—cos(Ab) <2
X A .

Le résul?at s’étend aux fonctions constantes par linéarité de I'in-
tégrale puis aux fonctions constantes par morceaux par additivité
par rapport a U'intervalle d’intégration, c’est-a-dire aux fonctions
en escaliers.

Soit alors f une fonction continue par morceaux sur [a, b].

Soit € >0

8.6.1 Variante du lemme de LEBESGUE

ProrosiTion 8.6.1 — . Soit f continue par morceaux sur le

segment [a, b, avec a < b, Source i [1] p.280

) b ) B 2 b
im L J@)sin(ne) de = = L £(t) dt.

B ELEMENTS DE DEMONSTRATION. 1. On va montrer ce résul-
tat dans le cas ou f est constante sur [a,b] (véritable difficulté
du probléme)

2. On va ensuite montrer ce résultat dans le cas ou f est une
fonction en escalier en appliquant le résultat précédent sur
chacun des intervalles de la subdivision de [a, b].

3. Finalement on va montrer le cas général en encadrant f par
deux fonctions en escalier (méthode de I'intégrale de RIEMANN).

O
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H DEMONSTRATION. 1. On pose f = A. On va étudier la limite
de lintégrale

b by nb
I, =f Al sin(n)| dt = 7f | sin(u)| du.
a n Jna

L’idée est alors de découper 'intervalle [a, b] en trois intervalles :

des ot intégrale tendra vers 0 puis un intervalle
de longueur k,7 qui sera simple a traiter.

A mieux rédiger...

On pose (qui existent pour n > =)

¢n = min(7Z N [na, nb]) et dn = max(wZ N [na, nb)).

cn ~ na et dy ~ nb.
2. Aucune difficulté.
3. Il existe deux fonctions en escalier ¢ et ¥ telles que ¢ < f < ¢

et [2(¥—¢)<e

b
)] sin(nt)| dt — % J £t dt

b b
o0 sin(0)| dt — = [ e+

a

j [£(t) — p()]] sin(t)] dt

8.7 Sommes de RIEMANN généralisées

THEOREME 8.7.1 — RIEMANN. Pour tout entier naturel n non
ls] nul, la somme de RIEMANN associée & f sur le segment [a, b] est

n—1
def b—a a
Sn = .
S (ar )
k=0

Si f est continue par morceaux sur [a, b], alors,

llm Sn —J f(t)dte.

n—r+

b—a B DEMONSTRATION.

Exercice 8.7.1 Limites quand n tend vers 4+co de
Source : [4] Planche no 37. Intégration sur un
segment




1 5.
n
n 1
1 5 . km ——— Z L\/EJ
oD K Wi
k=1
6. .
2. Soit a > 0, Z k2
1/n — 8k3 + n3
n =
1
— +k 7
n! H(a ) 2n—1
k=1 1
2k +1
3 n k=n
Z n+k 8.
k=1 n+k =L on/k
= n e
4 k2
n—1 k=1
1
> =
L k=0 J
» SOLUTION. 1.

METHODE 8.7.1

Les sommes de RIEMANN permettent de calculer des intégrales mais
leur convergence est lente comme le montrer 1’exercice suivant.

Exercice 8.7.2 Soit f une fonction de classe 2 sur [0,1].
Déterminer le réel a tel que :

a5 (8) s o 2),

Source : [4] Planche no 37. Intégration sur un
segment

8.8 Intégration des relations de comparaisons

ProrosiTion 8.8.1 — . Soit f : R — C une fonction continue
par morceaux et g,h : Ry — R4 deux fonctions continues par
morceaux, strictement positives. On suppose que f = 040(g) et
f ~+oco h.

— Si g et h ne sont pas intégrables sur R,

[rmmm () s [ rmem

— Si g et h sont intégrables sur R,

[ rmonm ([5) [ [
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La démonstration est analogue a celle de la Sommation des relations
de comparaison

8.9 Intégrale de DIRICHLET

A revoir

ProrosiTioN 8.9.1 — . L’intégrale de DIrRICHLET (1829) est
I’intégrale de la fonction sinus cardinal sur la demi-droite des réels

positifs
+° sinx ™
j dx =
0 T 2

sinc(z)

. 1 t
B DEMONSTRATION. 1. Montrer que [ sin®) 4t est convergente.
2. Deux méthodes.

— Montrer que la série de terme général fT(LZ+1)" w dt est

convergente. En déduire que f1+ o % dt converge.

/\ /\ - a) Montrer que uy, = f(n+1 B w dt est le terme général
/ \ d’une série alternée. Donc Z Up converge.
=3 72\&/271— "\/ﬂ- 3m Attention : on ne peut pas en déduire directement que

Z f("+1>" Sm(t) dt = f;’oo %(t) dt car on n’a pas en-

core démontrer la convergence du deuxiéme membre
(c.f. relation de CHASLES).

b) Il faut montrer la convergence de [~ w dt. A com-
pléter.

— On peut aussi procéder par intégration par parties en posant

u(t) = —
v(t) = — cos(t)

€1 sur [1,4o0].

%(t) admet une limite finie

Bien présicer que u(t)v(t) = —
en 1 et en 4o0.

REMARQUE 8.9.1 L’intégration par parties préserve la
régularité de 'intégrale mais ne préserve pas l'intégrabi-
lité.

3. On en déduit immédiatement que f0+ o % dt converge.
4. De plus, on peut montrer que cette intégrale est semi-convergente

(i.e. elle n’est pas intégrable sur Ry ). Pour cela, montrer que
(n+1)7 sin(t) 2
fn7r fdt z (n+1)m"

pour tout entier naturel n,



8.9.1 Intégrabilité du sinus cardinal sur R’

t
ProrosiTionN 8.9.2 — . La fonction sinus cardinal sinc : ¢ —> sm( )

n’est pas intégrable sur |0, 4+oo].

B DEMONSTRATION. Soit N € N*, alors : Source : Intégrale de DiricHLET — Florian Dus-
SAP
jN" |smm| Zj““*l)’f |smz\
0
T |sinz
par un changement de variable = E j | |
z+ k7
N—-1
1 ks
j sinzdz
(k —+ 1)71' 0
k=0
N
2 1
> — g - ———— +o0.
e k N—+oco
k=1

8.9.2 Intégrale de DIRICHLET via une intégrale a
paramétre

Soit la transformée de LAapPLACE de la fonction sinus cardinal :

s1n(t)

+o0
F: :1:~>J exp(—at)——=dt

1. Montrer que F' est définie sur Ry.

— Si x > 0, majorer I'intégrande par ¢ — exp(—uxt).

— Si x = 0, montrer le prolongement par continuité de la
fonction sinus cardinal en 0 puis intégrer la fonction sinus
cardinal par parties sur [1,400].

2. Calculer F' sur R

%, en déduire la valeur de la fonction de DIRI-
CHLET

8.9.3 Régularité du sinus cardinal sur R

ExERCICE 8.9.1 Pour z réel, on pose

det [SBZ S g £0
f@) =4, :
1 siz=0

Montrer que f est de classe €°° sur R.

» SoLuTIiON. Pour z réel non nul, f(z) = Z( 1nHm (2n+1), ce qui  ficoo126

reste vrai pour z = 0. La fonction f est donc developpable en série
entiére sur R et en particulier, la fonction f est de classe €°° sur R. <


https://www.agreg-maths.fr/uploads/versions/1175/dirichlet.pdf
https://www.agreg-maths.fr/uploads/versions/1175/dirichlet.pdf
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Source : [4] Planche no 13. Suites et séries
d’intégrales
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8.10 Intégrale de GAuss

ProprPosiTION 8.10.1 — .

JJFOO e_zz dz = ﬁ
0 2

EXERCICE 8.10.1

1. Premiére méthode : « i la main ».

Pour n € N*, on pose

nmﬁg{@—%f

si z € [0,n]

0 sizx>n

Pour tout réel positif z, on pose f(z) = e,

a) Montrer que pour tout réel positif z,

@) = @] < —.

b) A Taide de la suite (fn)nen+, calculer Iintégrale de
GAuss.
2. Deuxiéme méthode :
dominée ».
Pour n € N*, on pose

« avec le théoréme de convergence

P
def = si z € [0,+/n]
0 siz > \/n

a) Montrer que la suite (fn)nen* converge simplement sur

R4 vers la fonction f:x — e™®
b) A l'aide de la convergence dominée, calculer I'intégrale

de Gauss.

» SOLUTION.

8.11 Intégrale de WaLLIS

.
DEFINITION 8.11.1 — Intégrale de WALLIS.

def

W, = j : sin(z)" dz = f : cos(z)" dz
0 0

PropPoOsITION 8.11.1 — .

(%) 20 (p1)2
_\p)m _ 22P (p!)
Wap = Sop 3 @ Wartt = 5y
s
Wigt ~ Wn Wi~y /o
™
W, Wpi1 =

2(n +1)




B DEMoNSTRATION. Calculons W, ;2 en effectuant une intégration

=f_ cos(t) et v(t) of sin(t)" 1, toutes deux

par parties. On pose u(t)
de classe €' sur [O, g]

- /2
Wpio = [— cos(t) sin(t)"+1] 0/2 +(n+1) J. cos(t)? sin(t)™ dt
0

=0

/2

=+ 1)

0
=n+1)W, —(n+1)Wy42
soit (n+ 2)Wy4o = (n+ 1)Wy,.

(1 = sin(t)?) sin(t)" dt

Soit p € N. D’aprés la relation précédente, O
2
Wopt1 = P 2p—1
9 1 2p+1
Wap = P2 Wap_2 _ 2p—2x' .Xg
) P L o s ) 2p+1  2p—1 3
=P £ - X = x Wjp
2p 2p—2 2~~~ p
=7/2 [T (2k)
p _ k=1
(2k+1) )
B kljl ™ [Tek+1)
T optl ) k=0
1 (2#) R
k=1 I1 @2k
{ p p+1 _ k=1
[1@k+1) X[H(Qk)} Tl p
_e=1 k=1 ™ [Tee+1)| | ]2k
- pt1 2 2 k=0 k=1
11 (2k)] 227 (pl)2
- W. = —.
k=1 T 2p+ 1)
Woo = 2Pt 7
T 2 (pn2 2
8.11.1 Séries génératrices
Ajouter un texte d’introduction
ProposiTion 8.11.2 — . La série génératrice des termes pairs
Source : Intégrale de WaALLIS
est
G 1
T
Wopz?? = — ———.
z; w 2V1—2a2
p=

La série génératrice des termes impairs est

€2 .
opt1 arcsin x
E Wopii1x pl — ——
- V1i—=x
p=

&=

wikipedia.org


https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Wallis
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Source :
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Exercices de Jean-Louis ROUGET

(ficoo126) — http://exo7.emath.fr

Source :

Intégrale de WaLLIs — wikipedia.org

o)

Exercice 8.11.1 Soit z €]0,1[. Calculer Y (—1)"W, puis
=0

. n

Z Wya™

n=0

» SoLuTIiON. D’aprés Section 8.11 on page 116, Wy, ~ \/% et la
régle de D’ ALEMBERT fournit R = 1. Soit z €] — 1, 1][.

Pour tout ¢t € [0, g] et tout entier naturel n, |z™ cos™ t| < |z|™. Comme
la série numérique de terme général |z|™ converge, la série de fonctions
de terme général t — x” cos™ t est normalement convergente et donc
uniformément convergente sur le segment [0, g] D’aprés le théoréme
d’intégration terme & terme sur un segment,

+oo +oo +oo
/2 /2
ZWn:v" = Z |:x"J- cos"tdt] = J. Zx" cos™t | dt
n=0 n=0 0 0 n=0
/2 1
:J L w
0 1 —xcost
1 1 2 t
= P du en posant u = tan B
o1 —(BHT w
1 1
:2f —_— du
o l+z)u2+(1—2x)
1
1 1 u
=2x X ——— |arctan
1+ 11—z 11—z
1+x 1+ax 0
<=2 2 +1
Wpz"™ = ———arctany /| ——
ZO " V1— 22 -1
n=

8.11.2 Calcul de I'intégrale de GAuss

On peut aisément utiliser les intégrales de WALLIS pour calculer I'inté-
grale de Gauss.

On utilise pour cela I’encadrement suivant, issu de la construction de
la fonction exponentielle par la méthode d’EULER : pour tout entier
n > 0 et tout réel u €] — n,n|,

(2 wee ()
n n

2

Posant alors u = —x“, on obtient :

vn 22\" Vv 2 Vvn 2\ "
J 11— — dxéj e T dxéJ 14+ — dz.
0 n 0 0 n

Or les intégrales d’encadrement sont liées aux intégrales de WALLIS.
Pour celle de gauche, il suffit de poser z = \/nsint (¢ variant de 0 &
7/2). Quant a celle de droite, on peut poser x = y/ntant (¢ variant de


http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00126.pdf
http://exo7.emath.fr/ficpdf/fic00126.pdf
https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Wallis

0 & m/4) puis majorer par I'intégrale de 0 & 7/2. On obtient ainsi :

vn

2
VnWapn 1 < J e dz < vV/nWap_o.
0

Par le théoréme des gendarmes, on déduit alors de ’équivalent de W,
que

0 2

.J.+OO e_zz dox = VT

8.11.3 Volume d’une boule en dimension n

e 3
ExERCICE 8.11.2 Pour n € N* et R € RY on désigne par Vi, (R)
le volume de la boule de R™ de centre O et de rayon R,

Va(R) d:“f.--f dzy - dan.
m%+---+z%§R2

Montrer que pour tout p € N*,

P R?P

V2P(R) = P!

8.11.4 GRAIN DE RAISIN : Produit de WAaALLIS

ProprosiTION 8.11.3 — Produit de WALLISs.
ﬁ 4n? o
4n2 -1 2
n=1

B DEMONSTRATION. Puisque Wa,, ~ Wo,, 11,

. Wan+t1 T
lim ——— = —.
n—-+oo W2n/§ 2

Or d’aprés le calcul des intégrales de WALLIS :

22P (p1)? n
Woni1  (@ptl) :H 4k?

Wa, /3 _ o) 4k2 -1

22p (p!)2 k=1

8.12 Intégrales eulériennes

De premiéres tentatives pour définir la factorielle de valeurs non entiéres
remontent & STIRLING et Daniel BERNOULLI. Dans une lettre & Chris-
tian GoLpBAcH du 13 octobre 1729, EULER découvre (ou invente 7) une
fonction de variable réelle prolongeant de maniére naturelle la fonction
n!. D’abord introduite comme limite de produits, cette fonction fut plus
tard présentée sous forme intégrale et reliée a des fonctions voisines.

Les fonctions eulériennes sont les plus importantes « fonctions spéciales
» de ’analyse classique, réelle et complexe. LEGENDRE les a nommées,
classifiées et étudiées. Elles ont aussi été étudiées par Gauss, BINET,

Source : [2]

Source : Fonction eulériennes — Pierre-Jean
HoRMIERE


https://lescoursdemathsdepjh.monsite-orange.fr/file/7bcfcf82249b1046f185e9a3495845cd.pdf
https://lescoursdemathsdepjh.monsite-orange.fr/file/7bcfcf82249b1046f185e9a3495845cd.pdf
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Prana, MALMSTEN, RAABE, WEIERSTRASS, HANKEL, H. BoHr, MoL-
LERUP, ARTIN ...

11

y a bien des fagons de prolonger la fonction n! au domaine réel, méme

en se limitant aux fonctions continues. Une idée naturelle est de partir

—+oo
de la formule n! = f t"e~tdt. Cette forme intégrale de la facto-

0

“+oo
rielle suggére de considérer la fonction F(x) = f t*e~tdt. Cette

fo

nction, définie sur | — 1, 400], prolonge intelligemment la factorielle,

en ce sens qu’elle posséde des propriétés nombreuses et cohérentes. Par

—+oo
commodité, on considére plutdt I'(z) = f t*~le7t dt.

0

8.12.1 Fonction Gamma d’EULER

N
DEFINITION 8.12.1 — Fonction Gamma d’EULER. La fonction
Gamma d’EULER est définie par :

oo
I'(z) d:efj t*~le~t dt.
0

REMARQUE 8.12.1 A un changement de variable prés, la fonction
T" est la Transformée de LAPLACE de la fonction t — t*.

ProprPosiTION 8.12.1 — .
— La fonction I' est définie si et seulement si > 0.
— Pour tout > 0, I'(z + 1) = «T'(z).
En particulier, pour tout n € N, I'(n 4+ 1) = nl.

B DEMONSTRATION. — La fonction fy : ¢t — tt—1le—t est conti-

nue sur |0, +o0o[ comme produit de fonctions qui y sont continues.
La fonction f; est donc intégrable sur tout segment de ]0, +oo|.
Il reste & étudier son intégrabilité en 0 et en +o0 :

> En +o0o : par croissances comparées, fz(t) = 0400 (t%)
D’aprés le théoréme de comparaison des fonctions a termes
positifs, fr est intégrable au voisinage de +oo.

> En 0: fz(t) ~o t*~1 qui est intégrable d’aprés RIEMANN si
et seulement si 1 — z < 1 i.e. si et seulement si z > 0.

— Soit > 0. Calculons I'(x + 1) en effectuant une intégration par
parties. Posons u : t — et et v : t — t%, toutes deux de classe
¢* sur Ry. Vérifions la convergence du crochet :

par croissances comparées lim wu(t)v(t) =0,
t——+oo

comme z >0 lim u(t)v(t) = 0.
t—0
Ainsi, d’aprés le théoréme d’intégration par parties généralisées,

“+ o0 +oo
J t*~le7tdt=_0 —f xt® 7 (—et) dt.
0 ~ Jo
crochet
soit
T(z+1) = 2T'(z).



En particulier, I'(1) = 1 et pour tout n € N*,I'(n 4+ 1) = nI'(n).

Donc
Vn € N*,I'(n+ 1) = n!

O

Cette fonction, introduite en 1729 par le mathématicien suisse, prolonge
la fonction factorielle & I’ensemble des réels strictement positifs.
(

ExERcCICE 8.12.1 Caculer T’ (%), puis T’ (n+ %) pour tout
n € N*.
\

ExErRcICE 8.12.2 Montrer que la fonction I" est continue sur Ri]

ProprPosIiTION 8.12.2 — Dérivées successives de la fonction
Gamma.

oo
Vk €N, vz e RY, T®)(z) = fo (Int)F¢m—le—t dt

B ELEMENTS DE DEMONSTRATION. Utiliser une domination lo-

cale sur un segment [a, A] C R* par la fonction :

THEOREME 8.12.1 — Théoréme (In-
tégration par parties généralisées).
Source : [5]

Soient f et g deux fonctions de classe &L
sur I. Si la fonction fg a une limite finie
en a et en b, alors les intégrales

b ’ b 7
[ 7 wawate [" g @ar

sont de méme nature. Si ces quantités
sont convergentes, en notant

[f(t)g(®)]
= lirbn7 (f(z)g(z)) — zilll+ (f(z)g(z))

T—>

on obtient la relation

b !
j F(Hg(t) dt

b
Source= [i0g()1% — [ £(g' (1) at.

‘s |Int|*e~tte—1  sit €]0,1],
k* .
14 [Int/Fe~ttA~1 sit> 1.
O
ExERCICE 8.12.3 Montrer que I'(z) ~g+ % 5 .
Montrer que I' est convexe et étudier ses variations. ource : [2]
8.12.2 Formule de STIRLING
Ajouter un texte d’introduction
THEOREME 8.12.2 — STIRLING.
n n
nl~ (—) 27n
e
B ELEMENTS DE DEMONSTRATION. 1. Montrer que ”!enn
Vnn neN*

converge vers £ € R
2. Montrer que £ = /27 en utilisant I'Intégrale de WaALLIS :

ot [T/2
Wi, d:ff
0

sin”(t) dt

a) Montrer que (W, ),en est décroissante
b) Exprimer W, 42 en fonction de W,, grace a une IPP :

(n+2)Wpi2 = (n+1)W,
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c) Exprimer Wa, et Wa, 11 en fonction de p :
2p

_ (p) ™ 22p(P1)2

(2p+1)!

d) Utiliser les points (a) et (b) pour montrer que anil —1

e) Utiliser les points (c) et (d) pour montrer que (n(?;ﬁn")',)) —
™

f) Utiliser le point 1. pour déterminer ¢

8.12.3 L’intégrale de GAuss comme valeur particuliére
de la fonction Gamma

Source : Intégrale de Gauss — wikipedia.org
1 too 4 +oo 2 +oo 2
r (—) :j t3 le ! dt:2f e ¥ du:j e~ " du.
2 0 0 —c0
8.12.4 Fonction béta
e )
DEFINITION 8.12.2 — Fonction béta. Pour tout (p,q) € N2, on
note
der (1
Ip,g = tP(1—t)?dt.
0
7
ProprosiTiON 8.12.3 — Expression factiorelle de la fonction
béta. Pour tout (p,q) € N2,
I plg!
PIT p+q+ 1)
I
Sources :

— Intégrale d’EULER — wikipedia.org
— [3] Chapitre IV, 3 Intégrales eulé-

riennes, page 125. _ . L .
) Page 125 B DEMONSTRATION. Soit (p,q) € N2. Nous allons déterminer une

relation entre I 4 et I, 11 4—1 en faisant une intégration par parties.
On pose u : t — #tp'*l et v:t (1 —1t)9, toutes deux de classe ¢!
sur [0, 1]. Alors,

1 1
P (1 - t)q] + LJ- P (1 — )2t
0

I =
P,q [ o pt1

p+1

Ip,q = Ipt1,q-1-

q
p+1

On en déduit que

q qg—1 1
Ipg = X X oo X Ipiq0
P,q pr1 pt2 p+qp+q
I __ rlet
P4 (p+ g+ 1)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_de_Gauss##Calcul_de_l'int�grale_de_Gauss
https://fr.wikipedia.org/wiki/Int�grale_d'Euler

N

ExXERCICE 8.12.4 Déterminer la nature de la série Z Inn et, le
cas échéant, calculer sa somme.
7
( A
ExErRcCICE 8.12.5 Déterminer une expression simplifiée de
q k
=il
Z (Z) z%’ pour tout (p,q) € N2.
k=0
» SOLUTION. <
8.13 Théoréeme de FuBiNI
THEOREME 8.13.1 — FUBINI. Soit f : [a,b] X [¢,d] =& K une
application continue. Alors,
b d d b
[ r@wan) o= ["( [ f@wde) an
a (& c a
Nous allons voir la démonstration de ce résultat sous forme d’exercice.
r 3
Exgercice 8.13.1 Pour tout (z,t) € [a,b] X [¢,d] on pose
T
e )™ [ flu,t) du.
a
1. Montrer que pour tout x € [a, b], 'application ¢ — ¢(z,t) est
continue sur [c, d].
2. On pose alors, pour tout z € [a, b]
d
def
v@ & [ oy
(&
Montrer que ¢ est de classe ! sur [a, b], préciser ¢’.
3. En déduire que pour tout z € [a, b],
x d d aB
J J flu,t)dt du:J (f f(u,t)du) dt.
a (& (& a
» SOLUTION. 1. Application du théoréme de continuité des inté-

grales & parameétre.
Pour la domination : f est continue sur une partie fermée bornée
de R2, donc d’aprés le théoréme des bornes, f est bornée sur
[a,b] X [c,d] par une constante M € R..
2. Application du théoréme de dérivation des intégrales & paramétre
a la fonction = — fg p(z,t)dt :
— Vt € [e,d], x> p(z,t) est de classe €1 sur [a, b] car c’est la
primitive s’annulant en a de la fonction continue z — f(z,t).
T %(I,t) = f(ll?, t)
— La domination se fait par le méme constante M que précé-
demment.

d
Ve € [a,b] w'(a,-):L Fla,t) dt.

Souce : [5]

Source : Clémentine PorraL (PCSI1, Collége
Stanislas) feuille d’exo n°7, exo 11

Ce théoréme a été démontré par le mathéma-
ticien italien Guido FUBINI en 1907.

-

T

Cette figure ne correspond pas au théoréme
de FuBINI
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Sources :

CHAPITRE 8. INTEGRATION

[1] + [5] (Exercice cerise Ch. 12)

3. Soit z € [a,b]. D’une part,

P(x) = Ld (Lm fu,t) du) dt.

D’autre part, d’aprés la question précédente et le théoréme fon-
damental de ’analyse,

f: (fd Flu,t) dt) du = f: W () du = $(x) — B(a)

d

Or ¢(a) = f p(a,t) dt

c

et Vt € [c,d] ¢(a,t) = faf(u,t) du=0

d’ou ¢(a) = 0 et le résultat.
En particulier, pour = b on obtient le résultat final.

8.14 Transformée de LAPLACE

La transformation de LAPLACE généralise la transformation de FOURIER
qui est également utilisée pour résoudre les équations différentielles :
contrairement a cette derniére, elle tient compte des conditions initiales
et peut ainsi étre utilisée en théorie des vibrations mécaniques ou
en électricité dans ’étude des régimes forcés sans négliger le régime
transitoire. De maniére générale, ses propriétés vis-a-vis de la déri-
vation permettent un traitement plus simple de certaines équations
différentielles, et elle est de ce fait trés utilisée en automatique.

Dans ce type d’analyse, la transformation de LAPLACE est souvent in-
terprétée comme un passage du domaine temps, dans lequel les entrées
et sorties sont des fonctions du temps, dans le domaine des fréquences,
dans lequel les mémes entrées et sorties sont des fonctions de la «
fréquence » (complexe) p. Ainsi; il est possible d’analyser simplement
Deffet du systéme sur ’entrée pour donner la sortie en matiére d’opé-
rations algébriques simples (cf. théorie des fonctions de transfert en
électronique ou en mécanique).

DEFINITION 8.14.1 — Transformée de LAPLACE. Pour tout
fonction f € €(R+,R), on note, lorsqu’elle converge,

2(5) () & j0+°° e~P £(t) dt.

La fonction Z(f) est la transformée de LAPLACE de f.

Démonstration du théoréme de la valeur finale :

— Généralisation classique du théoréme des bornes ~~ f est bornée
— Changement de variable : ¢ : u — %

— Caractérisation séquentielle de la limite

— Théoréme de convergence dominée



8.15 Version intégrale du lemme de CESARO

LeMME 8.15.1 Soit f une fonction continue telle que lim f = £.
—+o0

Alors
1 x
i -f FH)dt = ¢.

x—4o00 T JO

B DEMONSTRATION. La démonstration est directement adaptée de
celle de la version discréte. Soit € > 0. Comme la fonction f converge
vers £ en +o00, il existe g € R4 tel que pour tout & > o, |f(z)—£| <e.
Soit x > xo,

5 [T roa—d = |3 ["Go -

1 x
par l'inégalité triangulaire < — J |f(t) — ¢ dt
z Jo

<L (f s - ae+ [ |f0 -4 dt)
x 0 row—/

€
def
=K

K
< —+e¢
X

Or lim % = 0 donc il existe 1 € R4 tel que pour tout z > x4, |§| <
xTr—r o0
€.

Ainsi pour tout z > max{zo, z1},

FJ f(t)dtfél < 2.
z Jo

On en déduit le résultat. O






9.1

P

9.2

Soit

ExERCICE g.1.1 Soit & la parabole de foyer F' = (1,1) et de
directrice

1. Donner une équation cartésienne de & dans le repére cano-

2. En utilisant une équation réduire de &2, reconnaitre la courbe

GEOMETRIE, COURBES ET
SURFACES

Orthoptique d’une parabole

N

P:x—y+1=0.

nique de R2.

O — la courbe orthoptique — des points d’oul 'on peut mener

deux tangentes & & qui soient perpendiculaires entre elles.

Géométrie élémentaire dans 'espace

Réduction, tracé de coniques/quadratiques

Courbe orthoptique de ’ellipse (cercle de MONGE)
Tracé du pentagone régulier a la régle et au compas

Plan d’étude des courbes

Soit f : I — R?
t — (z(t),y(t))

Domaine de définition de f.

Domaine d’étude : recherche des symétries
Etude des variations de x et de y

Etude des points critiques

Etude des branches infinies

Recherche des points doubles (s’il y en a)
Tracé

Source :

[1] p. 203






FONCTIONS D'UNE VARIABLE
REELLE

A partir du xvi© siécle, le développment du calcul infinitésimal, motivé
par de nombreux problémes de cinématique, de mécanique, ou de calcul
des variations, fait de la « fonction » I'objet central des mathématiques
modernes, alors que jusque la, le « nombre » était la base de I’édifice
mathématique. Nous devons & BERNOULLI et LEIBNIZ le terme méme
de « fonction » : pour BERNOULLI (1698), une fonction de la variable
r est « une quantité formée d’une maniére quelconque a partir de x
et de constantes ». L’écriture y = f(z) est introduite par EULER en
1734. Les fonctions sont représentées par des courbes dans le plan et
EULER se demande si une courbe donnée correspond toujours & une
fonction. C’est lui qui distingue les courbes continues, des courbes
discontinues, qui sont le plus souvent, & cette époque, des graphes
de fonctions continues par morceaux. Cette double conception des
fonctions, comme expressions analytiques ou comme graphes du plan,
ne sera pas vraiment éclaircie avant le X1x° siécle (c’est DIRICHLET qui
donnera la définition moderne d’une fonction comme correspondance ;
il proposera ainsi (en 1837) un exemple de fonction discontinue partout,
la fonction x définie par x(x) = 1 pour x rationnel et x(z) = 0 pour
irrationnel). LAGRANGE, cherchant & établir les fondements de I’Analyse,
s’en tient au point de vue formel et refuse de se référer a toute notion
de limite. Ces hésitations empéchent les mathématiciens du xvIr® siécle
de mener jusqu’a leur achévement certains de leurs travaux, comme
I’étude de I’équation des cordes vibrantes. C’est la génération suivante,
avec entre autres Gauss, CAUCHY, BoLzaNo et ABEL, qui donnera
dans la premiére moitié du x1x® siécle un statut rigoureux aux notions
de convergence, de continuité, ... Quant au concept de limite d’une
fonction numérique, on doit sans doute sa premiére définition précise a
WEIERSTRASS.

Source :

[1
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1] (1 con (/) 10.1 Point fixe d’une fonction de [0,1] — [0, 1]

ExERCICE 10.1.1 Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] telle
que :

F0)=f(0)=f(1)=0et f(1) =L
Montrer qu’il existe ¢ €]0, 1] tel que f(c) = c.

1

» ELEMENTS DE SOLUTION. — Poser g(z) = f(z) — =.
Exemple d’une fonction vérifiant les — L’objectif est de montrer que g s’annule au moins une fois sur
hypothéses de I’énoncé .

[0,1] en montrant I'existence de xzg et 1 dans [0, 1] tels que
g(zo) < 0 et g(z1) > 0 pour pouvoir appliquer le théoréme des
valeurs intermédiaires.

— Raisonner par ’absurde sur I'existence de xq et de x1 et écrire la
dérivée de f comme la limite de son taux d’accroissement pour
aboutir & des contradictions.

10.2 Convexité et signe

ExERCICE 10.2.1 Que peut-on dire sur une fonction concave et
positive sur R ?

» ELEMENTS DE SOLUTION. Faire un dessin... <

10.3 RoLLE a l'infini

THEOREME 10.3.1 — . Soit f : Ry — R, de classe €2 et telle
que f(z) —— f(0). Alors il existe c € R et d € Ry tel que
T—+oo

f'(e) = f"(d) =0.

10.4 Théoréme de DARBOUX

THEOREME 10.4.1 — DARBOUX. Soit f une fonction réelle,
dérivable sur un intervalle [a,b]. Pour tout réel k compris entre
f(a) et f'(b), il existe un réel c € [a, b] tel que ¢ = f'(k).

Fonction de DARBOUX :
Fonction dérivable en tout point, mais dont la dérivée est discontinue
en 0 :

Soit f : R — R
N {IQSin(zg) si z # 0,

0 sinon.



10.5 Uniforme continuité et intégrale convergente

EXERCICE 10.5.1 Soit f: Ry — R uniformément continue telle
que fg"’o f converge. Montrer que f(z) —— 0.

x—+o00

» SoLuTION. Soit z € R4.

T+1ne T+ne
f@=1@ -5 [ rwae o= [T pwar
e Jx—1ne € JXx—Te

S @ - sw)acs o [T g

_2775 z—ne 21 Jo—ne

1 [zt+me
r@i< 5|
Ne Jr—ne

)dt

Ne
£(t)dt

1 fﬁr
2ne Ja—n.

f(@) = f@)| at +
——

<e
1 z+ne
el L
MNe Jx—ne

—0 d’aprés le critére de CAUCHY...

<e+ t)dt

10.6 Lemme de CROFT

LeMME 10.6.1 Soit f : Ry — R telle que, pour tout a > 0, la
suite (f(na)) tend vers o.
n=0

Montrer que si la fonction f est uniformément continue, on a

lim f(z)=0.
T—r+o0o
Sources : correction principalement de [12] avec des précisions venant
de [1].

B DEMONSTRATION. L’hypothése signifie que f tend vers 0 selon
toute suite arithmétique de la forme (na),>o. Lorsque la fonction est
uniformément continue, on peut contrdler son comportement entre
deux termes consécutifs de la suite. Plus précisément, soit € > 0. La
continuité uniforme de f permet de choisir . > 0 tel que pour tout

(z,y) € (Ry)?,
lz —yl <ne = |f(2) = fly)| <e.

Puisque e > 0, la suite (f(nn5)> >0 tend vers O par hypothése. Fixons
nz

N tel que |f(nne)| < e pour n > N.
Soient z > N7 et n def min{k eN | z < kr]g}
Alors |z — nne| < ne. On a alors |f(x) — f(nne)| < € de sorte que par

I'inégalité triangulaire,

If(@)] < [f(z) — f(nne)| + [ f (nne)]
< 2e.

Ceci étant valable pour tout > Nne, on a bien prouvé que f tend
vers 0 en +oo. O

qui est bien défini.

DEFINITION 10.5.1 — Continuité uni-
forme. Soit f une fonction de R dans R.
La fonction f est uniformément conti-
nue si

Ye>0 3dme >0 VY(z,y) € R>,

(lz =yl <me = |f(=) = f(W)I <e).

Sources : [1] p. 259 & [12] p. 322
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EXERCICE 10.6.1 Déterminer les fonctions f € €1 (R, R) telles
Source : [1] (p.261) que fof=f.

— Equation fonctionnelle



SUITES ET SERIES DE
FONCTIONS

Le Calcul infinitésimal est ’apprentissage du maniement des inégalités
bien plus que des égalités, et on pourrait se résumer en trois mots :

MAJORER, MINORER, APPROCHER.

De méme qu’on cherche a approcher un nombre inconnu (défini par
un procédé quelconque) a 'aide de nombres décimaux (ou rationnels),
de méme il est naturel en Analyse de chercher & « approcher » une
fonction complexe inconnue (qui peut étre définie par des procédés
variés, somme de série, intégrale dépendant d’un paramétre, solution
d’équation différentielle, etc.) a I’aide de fonctions que 'on considére
comme connues (polynémes, fonctions exponentielles, fonctions trigono-
métriques, etc.). Mais il faut préciser ce qu’on entend par « approcher »,
c’est-a-dire « mesurer » en quelque sorte I’« écart » de deux fonctions,
de méme que la valeur absolue |x — y| mesure ’écart de deux nombres
réels ou complexes.

L’idée la plus naturelle est que si une fonction g « approche » une
fonction f dans un ensemble E ou elles sont toutes deux définies, alors,
pour chaque zo € E, la valeur g(zo) de g doit approcher la valeur
f(zo) de f au sens usuel, c’est-a-dire que |f(zo) — g(xo)| doit étre «
petit ». Comme ceci doit avoir lieu en chaque poit xg de E, on est
conduit & prendre pour « écart » de deux fonctions complexes f, g
définies dans E le nombre

a(f,9) % sup |f(z) — g(@)l

Lorsqu’il s’agit de fonctions réelles f,g définies dans un intervalle
E = [a,b] de R, l'idée d’« écart » que nous venons de définir peut se
concrétiser graphiquement de la fagon suivante : dire que d(f,g) < ¢
signifie que pour tout € E on a g(z) —e < f(z) < g(z) + ¢, c’est-a-
dire que le graphe de f est tout entier contenu dans la « bande » de
demi-largeur € autour du graphe de g.

Pour distinguer cette idée d’« approximations » d’autres notions, nous
dirons qu’il s’agit d’approximation uniforme d’une fonction par une
autre dans un ensemble E ou elles sont toues deux définies; il est
important de remarquer que cette notion dépend essentiellement de
I’ensemble E que ’on considére : si f et g sont toutes deux définies
dans un ensemble plus grand E’, la relation |f(z) — g(z)| < € pour
z € E n’entraine nullement |f(xz) — g(x)| < € pour z € E'.

FEtant donnés deux ensembles de fonctions .F (les fonctions « incon-
nues ») et ¢ (les fonctions « connues ») toutes définies dans un méme
ensemble E, nous dirons pour abréger qu’on peut approcher uniformé-
ment dans E les fonctions de Z par les fonctions de ¢ si, pour toute
fonction f € % et tout nombre € > 0, il existe une fonction g € 4
(dépendant de f et de €) telle que écart d(f,g) < €, c’est-a-dire que

|f(z) — g(z)] < e pour tout x € E.

Source : V.1 Ecart de deux fonctions de [3]

f(z) g(=)
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11.1 Théoreme d’'approximation de WEIERSTRASS

THEOREME 11.1.1 — WEIERSTRASS. Toute fonction continue
sur un segment [a, b] de R a valeurs dans R ou C est limite uniforme
sur [a, b] d’une suite de polynémes.

Source : Théoréme de Weierstrass (approximation par des polynomes)
Bibm®@th.net

Autrement dit, pour toute fonction f : [a,b] — R continue et pour tout

e > 0, il existe un polynéme P tel que

Vz € [a,b],|f(z) — P(z)| < e.

Ce théoréme affirme que I’ensemble des fonctions polynomiales est
dense dans ’ensemble des fonctions réelles continues sur un segment
(pour la topologie de la convergence uniforme).

Source : [3] page 157 B DEMONSTRATION. O

ExerRCICE 11.1.1 Soit f € €([a, ], R) telle que
Source : Théoréme de Stone-Weierstrass
Théoréme d’Ascoli (ficooo42) — exo7.emath.fr

b
Vn ¢ N,f FO)E"dt = 0.
a

Montrer que f est la fonction nulle.

» SOLUTION. <

L’exercice suivant explicite une suite de polynomes (P, ) qui converge
uniformément vers la fonction racine carrée sur [0, 1].

<
ExXERCICE 11.1.2 Soit la suite de fonctions définie pour tout
z € [0,1] par

{Pg(m) =0,
Ppii(z) = Pu(z)+ 3 (2 — Pa(x)?).

Source : [5] (Exercice 5. TD Ch. VIII)

Montrer que (Py,) converge uniformément vers une fonction f sur
[0,1].

"

Questions intermédiaires :

1. Montrer que (Pp) est une suite de restrictions de polynoémes dont
on précisera le dégré.

2. Montrer que cette suite converge simplement vers une fonction f
a préciser.

3. Montrer que, pour tout z € [0, 1] et pour tout n € N,

f(=z)

0< f(@) = Pae) < 25 s

4. Montrer que (P,) converge uniformément vers la fonction f sur
[0,1].


https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./w/weierstrass.html
https://bibmath.net/dico/index.php?action=affiche&quoi=./w/weierstrass.html
http://www.exo7.emath.fr/ficpdf/fic00042.pdf
http://www.exo7.emath.fr/ficpdf/fic00042.pdf
https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e08.pdf

» SoLuTION. Soient z € [0,1] et n € N.

VE = Paya() = V3 = Pa(x) = 5 (¢ = Pa(2)?)

- (v m) (1- 320

2 Vz — Pn(z)

\f—Pn+1(a:):(\f—Pn(x)) 1-— f—’—P"(w))

/\/—\w\,_.

Pour tout n € N on pose

n
P «¥o € [0,1,0 < VE - Pala) < V3 (1= )

> Initialisation pour n = 0 : immédiat.
> Hérédité : soit n > 0, on suppose &), vraie.
Soit = € [0, 1], d’aprés le résultat précédent et ’hypotheése de

récurrence,
n
T T+ Pp(z
0<an+1(x)<ﬁ<1§> x (1\f2"())
Comme le polynoéme P, est positif, le second terme est majoré
par 1 — g et donc &y 41 est vérifiée. Convergence uniforme de la suite (Pp) vers

la fonction racine carrée sur [0, 1]

Une question naturelle est de se demander si ce théoréme d’approxi-
mation peut se généraliser & R. La réponse est non.

PropPosITION 11.1.1 — . Si (Pn)neN est une suite de polyndmes
convergeant uniformément sur R vers une fonction f, alors f est
un polynéme.

B DEMONSTRATION. Soit (Pn)nen une suite de polynémes conver-  sources : [1] & [4]
geant uniformément sur R vers une fonction f.
D’apreés la critére de CAaucHY uniforme, il existe un rang n tel que
pour tout p € N,
Poyp—Pr<1

La fonction polynomiale Py, — P, est donc bornée sur R autrement
dit elle est constante. On a alors pour tout (p,x) € N x R,

PnJrP(‘B) = Pn(2) +Pn+p(0) — Pn(0) m P (z) 4 f(0) — Pn(0)

donc par unicité de la limite simple, f :  — Pp(x)+ f(0) — P (0), qui
définit bien une fonction polynomiale. O

11.2 Approximation polynomiale de BERNSTEIN

BERNSTEIN a donné une démonstration constructive et probabiliste
du théoréme de WEIERSTRASS sur [0, 1], en prouvant qu’on pouvait
prendre :
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Source :
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[5] (Exercice 10. TD VIII)

<
DEFINITION 11.2.1 — Polynéme de BERNSTEIN. Le polynoéme

de BERNSTEIN d’ordre n associé a la fonction f est le polynéme

B.(N@ =Y 1 (2) Q)era-am”  (aa)
p=0

THEOREME 11.2.1 — . Soit f une fonction continue sur I f [0, 1].
La suite (Bn( f )) converge uniformément vers la fonction f sur I.
n

Nous allons voir deux démonstrations de ce théoréme.

B DEMONSTRATION. Le démonstration qui suit est celle proposée
dans [3] page 159 dont quelques étapes techniques ont été détaillées.
Nous partirons de 'identité

n

L=t =) (Z)(l—t)"’ptp. (11.2)

p=0

On déduit de cette relation que pour toute fonction bornée f définie
dans I, on a

n

BN < sl (30 ()1 -0 | =a0.1) (rg)

p=0
puisque les fonctions (2) (1 — t)™PtP prennent des valeurs > 0 dans

Etant donné e > 0, on sait que pour toute fonction continue f dans I,
il existe, en vertu du théoréme de WEIERSTRASS, un polyndéme P tel
que d(f, P) < €; on conclut alors de (11.3) que

d(Bn(f),Bn(P)) <d(f,P) <e. (11.4)
Par suite, pour t € I,

1£() = Bn(H @] < |F() = Ba(P)(#)] + [Bn(P)(¢) — Bn(f)(1)]

<e d’apreés (11.4)
< |f() = P@)|+|P(t) = Bu(P)(t)| + &
—

<e

Ainsi, par passage & la borne supérieure sur I, on obtient
d(van(f)) < 25+d(PaBn(P))' (11'5)

Si ’on prouve le théoréme lorsque f est un polynéme, il sera donc vrai
pour toute fonction continue dans I. Par linéarité, il suffit donc de le
prouver lorsque f(¢) = t™. En fait, nous allons voir, par récurrence sur
m, que l'on a, en posant fn,(t) = ¢", pour n > m,

B (fn) () = £ + Qa0 (11.6)

ol Qm,n est un polyndéme de degré inférieur & m—1, dont les coefficients
sont majorés en valeur absolue par un nombre A,, indépendant de n.
La formule (11.6) se réduit a (11.3) pour m = 0, avec Qo,n(t) = 0.


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e08.pdf

Supposons-la vérifiée pour un entier m et dérivons par rapport a t; en
vertu de la défition (11.1), on obtient, pour n > m + 1,

n—1 n
n pm n—p—1,p n pm+1 n—pyp—1 _ m—1 1 /
-3 (p)n—m(n—p)(l—t) = (p) ()T =T S (1),
p=0 p=1

(11.7)
Comme (n — p) (Z) = n(n;l)7 le premier terme du premier membre

de (11.7) est égal &

n
n—1

*anfl(fm)(t) = —nt™ — Qm,nfl(t)'

Multipliant les deux membres de (11.7) par %, on obtient donc, en

vertu de la définition des polyndémes de BERNSTEIN,

n

m t
*Et +1*H7Qm,n—1(t)+% Z (n) p

m m(n—1) p’/ nmtl

m+1 t
(1= 0" PP ==l (1)
mn

p=1

Bn (fm+1)(t)

soit en réarrangeant les termes et en multipliant I’égalité par 7+ ;

m t t
B (fmg1)(8) = "1+ —t™ + — QL () + —— Qmn-1(t)
n n n—1
1
=tmt! + ;Qerl,n(t)

avee Qm-1,n(t) = mt™ + 14Q, 1 (8) + 725t Qmn—1(1)-

Comme, par hypothése, Qm,n est de degré inférieur & m—1, le polynéme
Qm+1,n est bien de degré inférieur a m.

Les coefficients de %tQ’mm(t) sont majorés en valeur absolue par
mT_lAm < (m—1)Ap, ... A FINIR et cela prouve (11.6) par récurrence,
avec

A1 < 3sup(m, (m — 1) Ap).

Le sujet X/ENS PSI 2018 propose une démonstration élégante de ce
résultat d’analyse pure en passant par les probabilités. (Je crois que la
version du TD est un peu différente). Préciser les hypothéses sur f.
4
Exercice 11.2.1 Soit & €]0,1[ et n € N*. On considére
X1,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes et
suivant toutes la méme loi de BERNOULLI de paramétre z. On pose

771 °

Sn
1. Exprimer E(S,), V(Sn) et E(f(Sn)) en fonction de z, n et

du polynome B, (f).
2. En déduire les inégalités :

>

k=0

k| my o= 1/2 1
x—g‘(k)x 1-=) <V(Sn) gﬁ.

3. Montrer que A < 1+ X pour tout réel A > 0 et en déduire



138
PROPOSITION 11.2.1 — ¢ Somme de
BERNOULLI indépendantes. La somme

de n variables aléatoires discrétes indé-
pendantes suivant la méme loi de BER-
NOULLI de parameétre p suit une loi bino-
miale de paramétres (n, p).

La démontration est immeédiate en passant
par les fonctions génératrices.

THEOREME 11.2.2 ¢ Théoréme de
HEeINE. Une fonction continue sur un seg-
ment, plus généralement sur un compact,

y est uniformément continue.

On retrouve cette méthode de séparation avec
la fonction indicatrice dans la démonstration
de P’inégalité de MARKOV.

THEOREME 11.2.3 — ¢4 Inégalité de

BIENAYME-TCHEBYCHEV. Soit X une

v.a.r.d. admettant un moment d’ordre 2,
V(X)

Ve > 0, P(\X—E[X]\ >5) <2
IS4
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I'inégalité :

ka
x——’ <n~ 21+ +vn

n

g
n

pour tout = €]0,1[,n € N* et k € [1,n].
4. Soit n € N*. Montrer que

3k 1
F=Ba(f) < S —5.

Conclure.

B DEMONSTRATION. Soit « € [0, 1]. On considére une suite de va-
riables aléatoires (Xn)n indépendantes identiquement distribuées de

def

n
loi de BErNOULLI #(z). Ainsi, S, = Z X; suit une loi binomiale

i=1
P(n,z) ¢ et par le théoréme de transfert

Bl (2 :i(”)f 2) (=) Pa = Ba(f)(@).
5 (E)]-S0r(

On va chercher a utiliser la convergence en probabilité de ST” vers .

Soit € > 0. La fonction f étant continue sur le compact [0, 1] donc
d’aprés le théoréme de HEINE o , elle y est uniformément continue i.e.

In>0,lr—yl<n=|f(x) - fly)l<e.

On va alors scinder en deux. On a

7@ = Ba(h@l = [B[ 1)~ £ ()] | < B[ |10 - £ (°
|

par linéarité de I’espérance < E

comf )

n

S
par l'espérance d’une indicatrice < e+ 2fP ( r— —| > 77) .
n

On utilise alors I'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV ¢ (on rappelle
que E[S,, /n] = z)

|f(@) = Ba(f)(@)| < e+ 2f¥;/")

5 indépendant de x.
nmn



Ainsi, on a limsup,, f — Bn(f) < ¢, et on a en faisant tendre € vers 0 :

f=Bn(f) ——0.

n—-+oo

O

REMARQUE 11.2.1 Ce résultat peut étre étendu a toute fonction
continue sur un segment [a, b] en posant

vz € [0,1], f(z) = g((b —a)z + a).

La fonction z — (b — a)z + a est un homéomorphisme de [0, 1] sur
[a, b].
&

11.3 Intégration d’une série de fonctions

+OO (_1)"1
Soit S :z — Zlm.
n=
— Donner ’ensemble de définition de S et donner un équivalent en
“+00.
» Dg =R*.
» On se doute que S se comporte comme % en +oo. L’idée
est donc de déterminer la limite de z25(z) en +oco. Le théoréme
d’interversion des limites permet d’affirmer que cette limite
oo
="
n

est finie et qu’elle est égale & ¢ = . Une séparation des

n=1
termes pairs et impairs de la somme (et le résultat du probléeme de
2 2
Bale) permet de montrer que ¢ = — 5 et donc S(z) ~yoo — 157

— Montrer que S est intégrable sur R* et calculer fg'oo S(t)dt.
» Comme S est une série alternée, on peut lui appliquer le
théoréme des séries alternées et écrire que

1S(2)] <

! (majoration du reste d’ordre 1)
1+ 22
L’intégrabilité du majorant sur Rj_ assure celle de S sur cet
ensemble. Est-ce que 'intégrabilité sur R+* des termes de la
somme et leur CU vers S impliquent 'ingrabilité de S sur cet
ensemble 7 c.f. théoréme de la convergence dominée peut-étre...
» L’interversion série/intégrale permet de montrer que fg' °°S(t)dt

+w n
Ny % = -3 1n(2) (c.f. Deux sommes).
n=1

Dans la correction (p. 374), on effectue le calcul sur une somme
partielle et on détermine ensuite la limite de cette somme. J’avais
naivement travailler avec I’intégrale jusqu’en +infini et la somme
aussi, est-ce licite 7.

11.4 Equivalent d’une série de fonctions

“+oo
EXERCICE 11.4.1 On pose f(z) = ). m Donner un
n=1

équivalent de f et 0.


https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl�me_de_B�le
https://fr.wikipedia.org/wiki/Probl�me_de_B�le
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Source :

Source :
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[6] p.257

[5] (Exercice 13. TD VIII)

» SoruTioN. Effectuer une comparaison série/intégrale aux termes
de la somme pour encadrer f (ne pas oublier de justifier 'intégrabilité
des fonctions sur [1,4o00[) :

+oo T x +oo T x
dt < < dt .
J; t(1 + tz?) + 1+ 22 /(@) L t(1 + tz?) + 1+ 22

Décomposer les intégrandes en éléments simples et calculer les inté-
grales :

—2zIn(z) + oo(zln(z)) < f(z) < —2zIn(z) + oo(z In(x))

Finalement,
f(x) ~ —2z1In(x)
o+
<
11.5 Série de fonctions continues dont la somme
est discontinue
PRrROPOSITION 11.5.1 — . Soit la suite (fn)p>0 d’applications

continues de [0, 1] dans R, de terme général

fn o2 [0,1] — R
x — fo(z) =1 —x)z"™.

La somme des f, est discontinue.

B DEMONSTRATION. Pour tout point z de [0, 1], la série » | fn(x)
est le produit par (1 — x) d’une série géométrique de raison x ou
0 < z < 1, donc elle converge et sa somme est égale & (1—z)/(1—z) = 1.
De plus fr(1) = 0 pour tout entier naturel n. La série de fonctions
fn converge donc simplement sur le segment [0, 1] et sa somme est
I’application
S :[0,1] — R

1 size(0,1],

0 siz=1,

T — S(w){

qui est discontinue en 1. O

11.6 Fonction ( alternée

On définit la fonction ¢ alternée F' comme suit

too _1\n—1
Fz) =Y %
n=1

— Déterminer ’ensemble de défintion de F' et trouver une relation
entre F' et C.

— Calculer ¢(x) — F(z) pour trouver que ¢(z) = 1721171 F(x).

— Déterminer lim (z — 1)¢(z).
x—1


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e08.pdf

— En comparant ¢ & une intégrale, on peut montrer que ﬁ <
(o) < 25 + 1.

— On peut aussi procéder de la maniére suivante : ¢ est décroissante
sur |1, +oo[ donc ¢ admet une limite £ € Ry U {400} en 1.
» Si £ € Ry, par passage & la limite dans 'inégalité ((z) >

N
>
nT’
n=1
N
1
— ——— +oo.

n N-—+oo
n=1

£ >

Donc £ = +o0 et lim ¢(z) = +oo.
z—1

— Déterminer lim F(z) ainsi qu’un équivalent de ¢ en +oo.
xr—+o00
— On peut montrer que (a détailler) {(2) ~4oo 1.

11.7 GRAIN DE RAISIN : Fonctions continues nulle
part dérivables

Source : [6] p. 160

Jusqu’a la moitié du x1x° siécle, on pensait généralement qu’une fonc-
tion continue était dérivable sauf peut-étre en quelques points. AMPERE
prétendit méme 'avoir démontré en 1806. BoLzaNo donne vers 1830
un exemple de fonction continue, mais dérivable nulle part ; cependant
ses écrits restent méconnus. En 1854, Bernhard RIEMANN, propose sans
preuve, la fonction :

2

= sin(n m)
R:xHR(x)d:efZT.
n=1

Karl WEIERSTRASS se déclare incapable de la démontrer. Il faut at-
tendre 1971 pour savoir que R n’est pas dérivable sauf en certains

points. En 1872, Karl WEIERSTRASS démontre que si a et b sont des

réels tels que a > 0,b>0et ab > 1+ 37”, la fonction :

—+oo
frz— f(z) f Z b™ cos(a"x)
n=1

est continue sur R et n’est dérivable en aucun point de R.

Notations.
On note E Pensemble des fonctions continues sur [0, 1] et F' I’ensemble
des fonctions continues sur [0, 1], nulle part dérivables sur [0, 1].

[TH}EOREME 11.7.1 — . L’ensemble F' est non vide. ]

B DEMONSTRATION. Notons :

— Vz € Ry, A(x) < min |z —nl,
neN

def A(2"2)
- 2‘”1} b

— Vz € Ry, Ap(x)

— Yz e 0,1, W(z) = Y An(a).
n=0

Nous allons montrer que la fonction W est un élément de F'.

« Je me détourne avec effroi et horreur de
cette plaie lamentable des fonctions continues
qui n’ont point de dérivées. »
Charles HERMITE (1893)
« C’est un cas ou il est vraiment naturel de
penser a ces fonctions continues sans dérivées
que les mathématiciens ont imaginées, et que
I’on regardait & tort comme de simples cu-
riosités mathématiques, puisque l’expérience
peut les suggérer. »
Jean PERRIN *
brownien.

, au sujet du mouvement

Exo Maths X MP #60 - Densité des
share.miple.co

Source :
fonctions nulle part dérivables


https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
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Source : [6] p. 160

Source : Alain Camanes DS MPSI1

10/01/2015

1: Physicien, chimiste et homme politique
frangais (1870 - 1942), prix Nobel de physique
1926.

> Continuité. La fonction A est minimale sur N ou elle vaut
0, et est maximale sur N + % ou elle vaut %, d’ou A < % et
donc A, < Qn% Les fonction A, étant continues et ZA"
convergeant normalement, la fonction W est continue.

> Non-dérivabilité. Soit z € [0, 1]. On note, pour tout p € N,

der [2Px] A +i
P= "o et Yp = Tp o

W (zp)—W (yp)
Zp—Yp

Etudions la limite de quand p tend vers +oo :

— Sin > p, alors 2™z, et 2™y, sont des entiers. Donc Ay, (zp) =
An(yp) = 0 et An(zp)=Bnlyp) _

Tp—Yp
. def
— Sin < p,alors zp,yp € 1 = [IH,W] ou Tp,yp €

I def [‘”"T"'y",yn]. Ay, a une pente 1 sur I et une pente

—1 sur I». Donc An(zp)=Anlyp) _ (_1)L2"+11J‘

Tp~Yp
Donc :
p—1
W (zp) — W(yp) _ Z(_l)\_zn-HzJ
Tp — Yp o
Notons 7 dof Wlwp) =Wirp) 1 suite (rp)pen ne converge par

Yp—Tp
puisque rp41 — Tp = (fl)pwrl“”J ne tend pas vers 0.

Comme x, — x et yp — x, on en conclut que W n’est
p—oo p—oo

pas dérivable en z et donc est nulle part dérivable sur [0, 1].

11.7.1 Courbe du blancmanger ou de TAKAGI

En 1903, le mathématicien japonais Teiji TAKAGI (1875-1960) propose
les fonctions :

+oo
frz— f(z) def Zb"g(a"x)
n=0

ou g est la fonction de g : z — d(z,Z) (distance de z & Z) de R dans R
et a et b des réels tels que 0 < b < 1 et a < 4. Lorsque de plus ab > 2,
la fonction f a des dérivées supérieures égales & +oo et inférieures
égales & —oo en tout point de R.

La fonction de TakacI a été introduite par Teiji TAKAGI en 1903
motivé par les fonctions nulle part dérivables de WEIERSTRASS aprés
une visite en Allemagne de 1897 & 1901.

Une variante de la fonction de TAkAGI, utilisant la base 10 et non la
base 2, a été introduite par VAN DER WAERDEN en 1930. Bien que
non différentiables, ces fonctions possédent des dérivées infinies en de
nombreux points (tout comme la fonction de WEIERSTRASS). Clest
pourquoi KNOPP a introduit en 1918 une variante de la fonction de
TAKAGI qui, en tout point, n’admet ni de dérivée finie ni de dérivée
infinie.

DEFINITION 11.7.1 — Distance a Z. Pour tout € R, on définit
la fonction < x > distance de x a Z.


http://alain.camanes.free.fr/archives/mpsi14/ds04.pdf
http://alain.camanes.free.fr/archives/mpsi14/ds04.pdf

NN LN LN

Construction graphique

PRroPOSITION 11.7.1 — Expression de < - >.
z— x4+ =
2

B DEMONSTRATION. O

L - >

e 3
DEFINITION 11.7.2 — Courbe du blancmanger ou de Ta-

KAGI. On définit cette courbe par la fonction
T : [0,1] — [0,1]

(e o)
1 k
xr — ZZ_k<<2 x> .
k=0

11.7.2 Courbe de BoLzANO-LEBESGUE

f DEFINITION 11.7.3 — Courbe de BoLzAaNoO-LEBESGUE. On ]
pose I & [0,1] et (fn) la suite de fonctions définie par
— fo(z) = =.
— fn est affine sur [Sin, %] pour tout k € [0,3™ — 1].
— fn et fn—1 sont égales en g—ff, 32# et % pour tout k €
[o,3™ —1].
. 7

11.7.3 Densité de F dans E

THEOREME 11.7.2 — . F est dense dans E pour la topologie
uniforme.

B DEMONSTRATION. Soient f € E et W € F. La fonction f — W
est continue sur [0, 1] donc peut étre approchée uniformément par une
suite (Ay)nen de fonctions polynomiales définies sur [0, 1] d’aprés le
théoréme de WEIERSTRASS.

Pour tout n € N, notons B, def Ay + W. La fonction B, est continue
et nulle part dérivable puisque si (Bn)nen était dérivable en z € [0, 1],
la fonction W le serait aussi. La suite (Bpn)nen est donc une suite
de fonctions continues sur [0, 1] et nulle part dérivable qui converge
uniformément vers la fonction f. O

Pour approfondir :

— Une famille nombreuse de fonctions continues partout dérivables
nulle part — Christophe BERTAULT
— Le paragraphe éponyme dans [6] page 350.

Source : Exo Maths X MP #60 - Densité des

fonctions nulle part dérivables — share.miple.co


https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
https://share.miple.co/content/XEZ7y9BayeSN1
http://christophebertault.fr/documents/articles/Article - Une famille nombreuse de fonctions continues partout derivables nulle part.pdf
http://christophebertault.fr/documents/articles/Article - Une famille nombreuse de fonctions continues partout derivables nulle part.pdf
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11.8 A rajouter

— Intégrale & paramétre vs. série de fonctions
— Développements asymptotiques de sommes de séries de fonctions



SERIES ENTIERES

12.1 Matrice et série entiére

EXERCICE 12.1.1 Soit m € N* et A € ., (R) vérifiant A%+ A =

0.

Montrer que son rang est pair. Etudier la convergence et la somme
400

de Z ™ Tr(A™).

n=0

» SoLuTIiON. D’aprés ’énoncé, le polynéme P(X) df x3 + X est
annulateur de la matrice A. Le polyndme P = X (X —i)(X +1i) est
scindé a racines simples dans C donc la matrice A est diagonalisable
dans C.

La diagonalisabilité de la matrice A équivaut a Z dim E\(A) = m

A€Sp A

soit dim Ep(A) + dim_j(A) + dim;(A) = 0. Comme Eg(A) = Ker A,
d’aprés le théoréme du rang, dim Eg(A) = m — Rg A. On sait aussi
(a détailler peut étre) que p < dim E_ij(A) = dim E;(A). On obtient
alors

m—RgA+2p=m
soit Rg A = 2p.

12.2 Série génératrice des polyndmes d'HERMITE

4 N
DEFINITION 12.2.1 — Polynémes d’HERMITE. La suite des

polynémes d’HERMITE, notée (Hy)nen, est définie comme 'unique
suite de polynomes réels tels que :

“+oo
Y(z,t) € R?, exp(tm — t2/2) = Zt"Hn(x) (*)
n=0

B DEMONSTRATION. — b L’existence se prouve en faisant le pro-
duit de CaucHy des développements en série entiére de exp(tz)
et de exp (—t2/2).

» L’unicité se justifie par 'unicité des coefficients d’un dévelop-
pement en série entiére.

— Pour montrer que pour tout n € N*, (n+1)Hp4+1 = XH,—Hp_1,
il faut dériver (x) par rapport a ¢, effectuer des changements
d’indices et utiliser 'unicité des coefficients du DES.

— On peut montrer en dérivant la série de fonctions Z (:t —
t”Hn(az)) terme & terme sur R que pour tout n € N*, H) =
Hy_1.

La dérivation est justifiée par I'application du théoréme de dé-
rivation terme a terme, en particulier montrer soigneusement




146 CHAPITRE 12. SERIES ENTIERES

la CN de ) f/, sur tout segment [—a,a] C R (qui entraine la CU
sur R) (\H%(z)| < e|:‘|).
On en déduit que (Hy)n forme une base de R[X].

O

12.3 Théoréme abélien ou taubérien sur les séries
numeériques

Source : [1] p. 398
+oo
THEOREME 12.3.1 — . Soit f(z) = Z anx™ une série entiére de
rayon de convergence égal & 1. "0
Un théoréme abélien : si Z an est convergente, alors f est définie
et continue en 1.
Un théoréme taubérien : si (an)n est & termes positifs et f a une
limite & gauche en 1, alors Z ay, est convergente, de somme lim f.
1=
Source : [1] p. 398 B DEMONSTRATION. Un théoréme abélien :
Pour tout n € N, on note R, def Z aj, de sorte que pour tout
k=n+1

n €N a, =Ryp_1— Rp.

On effectue une tranformation d’ABEL afin d’établir la convergence
uniforme de la série de fonction Y fn avec fn(x) g™ sur [0,1].
Soient p < g et x € [0, 1],

q q
Z anz” = Z (Rn—1 — Rn)x™
n=p+1 n=p+1
q q
= Z Ry 12" — Z Rpx™
n=p+1 n=p+1
q—1 q
par un changement de variable = Z Rp_1z™ — Z Rpx™
n=p n=p+1
q—1
— szp'H — Rgz? + Z Rn,1(z"+1 —z").
n=p

Comme R,, —— 0, pour € > 0 il existe ng € N tel que |Rn| < € si
n—-+oo

n > ng. Alors pour p > no,

q q—1
D ana™| <IBpl+ Rl + > [Ralle™ —an
n=p+1 n=p+1
q—1
<2 +¢ Z (z™ — z" Tl
n=p+1

< 26 + ¢ (2Pt — 29)
<1

< 3e.



Finalement, on a prouvé que

q

Ve >03ng €N | V(p,q) € N? (ng <p<gq)= sup Z anz”| < 3e.

z€[0,1] ——t

Ceci exprime la convergence uniforme sur [0, 1] de la série de fonctions
Z fn, dont le terme général est continu sur [0, 1] ; le somme f est donc
définie et continue sur [0, 1]. |

12.4 Fonction non développable en série entiére

Soit f : R — R

0 si x <0,
T — 1 .
exp (_?) sinon.

12.5 Comparaison de séries entiéres au bord

4 A
EXERCICE 12.5.1 Soient Ean et Z by, des séries a termes posi-
tifs, on pose :

—+o0 400
f:z+—>§ anx"etg:zHE bnz™.
n=0 n=0

On suppose que les rayons de convergence valent 1, que an
diverge et que an = o(bn).
Montrer que g(x) —— +00 et que f = 0, (g).

z—1—

\ J

» ELEMENTS DE SOLUTION. — Méme méthode que pour la fonc-
tion zéta alternée.
— Soit € > 0. Alors il existe ng € N tel que pour tout n > ng,
0 <an < %bn. (détailler le dernier argument qui permet de
conclure rigoureusement).

12.6 Développement en série entiére

ExeErRcICE 12.6.1 La fonction f définie par :

400
f(x) = exp(x? f exp(—t2) dt
(=) [ ex(-#)
est-elle développable en série entiére ? Calculer les coefficients du
développement en série entiére a ’aide de factorielles, on utilisera

que fg'oo exp(—tQ) dt = \/T;
\

— Bien justifier I’existence de f sur R.

Source :

[6] p. 263



148 CHAPITRE 12. SERIES ENTIERES

— L’écriture de f sous la forme :
—+o0

Ve € R, f(z) = exp(acQ) X (fo exp (—t2) dt + J: exp(—tz) dt)

permet de justifier que f est DSE (comme primitive d’une fonction
DSE et d’un produit de fonctions DSE).
— Remarquer que f vérifie

f—2zf+1=0

— On en déduit que

N 22pp!
Vp eN, =—-—cet ="
P @2 = SR T T )
12.7 Série entiére lacunaire
“+ oo
EXERCICE 12.7.1 Calculer Z (3 ), pour tout x € R.
n=0
» SoLuUTION. Soit z € R.
. I " z3n+1 23n+2
CED I B DD DD D < MR
n! Z (3n)! Bn+ 1)! (B3n +2)! ( )
n=0
def def def
= A =B =C

_3n+1 1 On note j def i Soit n € N. On remarque que (jz)3? = z37,
(jz)3n ! = jadrtl et (jo)3nt2 = j223712 (la figure ci-contre permet
de se rendre compte géométriquement de cette cyclicité). Donc en

\ évaluant (12.1) respectivement en jx et en j2x on obtient deux nouvelles
o équations
% =3 e =A+B+C
- % = A+iB+i2C.
&’r = A+2B+jC
Comme 1+ j+j2 = 0, en sommant ces trois relations on obtient
2 _ _3n+2_| A:%(ex+ej‘”+ej2‘”),

Cette quantité est bien réelle car j? = j. <

REMARQUE 12.7.1 On étend facilement le résultat aux séries

+oo D
entiéres p-lacunaires g . ek
n=

12.8 A rajouter :

— Transformée de LAPLACE d’une série entiére
— Formule de CaucHY et applications
— Fonction de BESSEL et intégrale de WaLLIs



EQUATIONS DIFFERENTIELLES
& CALCUL DIFFERENTIEL

13.1 Lemme de GRONWALL, application a une
équation différentielle

4 N
LeMvME 13.1.1 Soient ¥, ¢ et y trois fonctions continues sur un

segment [a, b], & valeurs positives et vérifiant 'inégalité
t
veelatl, y(t) <o)+ [ vy ds.
a
Alors

vee ot v e+ [ wev e ([ v du) ds

13.2 Solutions de v/ +y =h

DM 22 :
Sih € €R4,R), fo:te€Ry — fé h(u)sin(t — u) du est solution de
(Fp)-

13.3 Le wronskien
13.4 Relévement angulaire

13.5 Variables séparables

EXERCICE 13.5.1 [1] p;458
Déterminer les solutions sur R de ’équation

» SOLUTION. <

— Systéme différentiel en z = x + iy

— Systéme différentiel antisymétrique

— Equation d’ordre 1 avec raccordement

— Variation des constantes

— Equation différentielle linéaire d’ordre 2 avec raccordement
— Equation non linéaire (de BERNOULLI)

— Intégrale de DIRICHLET via une équation différentielle

— Méthode des moindres carrés

— Fonctions harmoniques






DENOMBREMENT,
PROBABILITES & VARIABLES
ALEATOIRES






DENOMBREMENT

14.1 Identité de VANDERMONDE

PROPOSITION 14.1.1 — .

GO =C0m).

p

k=0

Les deux expressions correspondent & deux fagons de dénombrer les
parties & p éléments de EU F', ou E et F' sont deux ensembles disjoints
fixés, de cardinaux respectifs m et n.

14.2 Dénombrement des applications strictement
croissantes

ExeErcICE 14.2.1 Calculer le nombre d’applications strictement
croissantes de [1, p] dans [1,n].

. n
» ELEMENTS DE SOLUTION. Réponse : ( ) <
p

14.3 Dénombrement des applications croissantes

ExERCICE 14.3.1 Calculet le nombre d’applications croissantes
de [1,p] dans [1,n].

. n —1

» ELEMENTS DE SOLUTION. Réponse : ( tr )

Représenter les éléments de ’ensemble de départ par des barres qu’il
faut placer entre les cases de I’ensemble d’arrivée. <

14.4 Dénombrement des surjections

ExERCICE 14.4.1 Calculer le nombre S(p,n) de surjections de
[1,p] dans [1,n].

» ELEMENTS DE SOLUTION. Principe d’inclusion-exclusion — wiki-
pedia.org
Etudier des cas particuliers

n
Montrer que nP = Z (Z)S(p, k)
k=0

En déduire que S(p,n) = (—1)"

J

() .

n
=1



https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_d'inclusion-exclusion
https://fr.wikipedia.org/wiki/Principe_d'inclusion-exclusion
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[5] (Exercice 1 TD VI)

14.5 Discontinuités des fonctions monotones

PROPOSITION 14.5.1 . Soit f € ?([a, b],R) une fonction
monotone. Alors ’ensemble des points de discontinuité de f est au
plus dénombrable.

EXERCICE 14.5.1 Soient a < b deux réels et f € 9’([(1, b],R) une

def

fonction croissante. Pour tout z €]a, b[, on pose f(z~) = lim f(¢t),
t—x—

f(=h) < tE)I;l_'_ f(t) et vg(x) & flxt) = f(z7).

1. Soit = €]a,b[. Montrer que vy(z) > 0 avec égalité si et seule-
ment si f est continue en z.
2. Soit p € N* et 1 < -+ < @p des réels de ]a, b[. Montrer que

j2
Y vs(zg) < f(b) = fla).
j=1
3. En déduire que pour tout a > 0, ’ensemble des points = €]a, b[
tels que vy (z) > « est fini.
4. Montrer que ’ensemble des points de discontinuité de f est
au plus dénombrable.

» SOLUTION. 1. Soit (z,y,2) €la,b[> tel que y < = < z. Par
croissance de f on a f(y) < f(z) < f(z). La monotonie de la
fonction f assure qu’elle admet des limites & gauche et a droite
en tout point. Donc par passage a la limite dans ’encadrement,

f@7) < f() < fa™).

On en déduit que vy(xz) > 0 avec égalité si et seulement si
f(@t) = f(z) = f(z7) ie. si et seulement si f est continue en z.

p p

S o =3 (F@h) - 1)

=1 =1

p—1
=Nﬁ%ﬁ@p+§:wwhfﬂﬁn
f(b + Z l+1 f(x;))

par télescopage < f(b) — f(z])
< f(b) — f(a)
3. Soit a > 0. Raisonnons par l’absurde en supposant que I’ensemble

des points = €]a, b[ tels que vy (x) > a est infini.
Soit n € N, d’aprés la question 2,

P
() — f(a) = g vg(x;) > po — 400 car a > 0.
N—— p—00
€R =0

On aboutit donc & une contradiction et ’ensemble des points
x €]a, b[ tels que vy(x) > o est fini.


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e06.pdf

4. Soit Z I'ensemble des points de discontinuité.
On pose T = {z € [a,b],v¢(x) > oc}.

Nous avons écrit ’ensemble 2 comme une union dénombrable
d’ensembles finis donc 2 est au plus dénombrable.

Voir aussi ’exercice 4.10 (p. 297) de [12] dont I’énoncé est :

EXERCICE 14.5.2 Soit A une partie dénombrable de R. Mon-
trer Pexistence d’une fonction monotone f : R — R dont A est
I’ensemble des points de discontinuités.

14.6 Nombres algébriques

EXERCICE 14.6.1 Un nombre z est algébrique s’il existe n € N*
et (ag,...,an) € QM1 tels que a, # 0 et

n

Z akzk =0.

k=0

Montrer que I’ensemble des nombres algébriques est dénombrable.

» SoLUTION. Les rationnels sont dénombrables ... ¢ Donc pour n
fixé, Qn[X] est dénombrable en tant que produits finis d’ensembles
dénombrables. Donc | J Qn[X] est dénombrable comme réunion dé-

neN
nombrable d’ensembles dénombrables.

Pour tout polynéme dans Qn[X], le nombre de ses racines est fini et de
cardinal inférieur & n. Donc les nombres algébriques sont dénombrables
car on peut établir une application surjective de leur ensemble sur une
réunion dénombrable d’ensembles finis. <

Source : [5] (Exercice 2 TD VI)

Définition a revoir sur le corps des coeflicients

1

é/l\i
SN

1 3

f\é j\ 2/5\ 3/1\4
NN AN

¢ L’arbre de CALKIN-WILF est un arbre
dont les sommets sont en bijection avec
les nombres rationnels positifs.

AN

[N
wlen


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e06.pdf




PROBABILITES

15.1 Loi d'un maximum/minimum
15.2 Lemmes de BOREL-CANTELLI

LevME 15.2.1 Sila somme des probabilités d’une suite (An)nen
d’événements d’un espace probabilisé (€2,.7,P) est finie, alors la
probabilité qu’une infinité d’entre eux se réalisent simultanément
est nulle.

— APPLICATION: Lemme de Borel-Cantelli - Partie 1 — Hattab
MouaJRIA

— APPLICATION: Lemme de Borel-Cantelli - Partie 2 — Hattab
MouaJrIiA

— [14] 1I) §5 p. 34

15.3 Chaine de MARKOV

15.4 Exercice d’oral

Source : [5]
EXERCICE 15.4.1 Soit (2, &/, P) un espace probabilisé.
1. Soit B un ensemble non vide et (Ag)gecp une famille d’élé-
ments deux & deux disjoints de &/ telle que pour tout
B € B,P(Ag) > 0. Montrer que B est au plus dénombrable.
2. Soit X une variable aléatoire indépendante d’elle méme. Mon-

trer que X est constante. )
METHODE 15.4.1 Ecrire ’ensemble sous
la forme d’une union finie ou dénom-
brable d’ensembles dénombrables ou finis.

» SOLUTION. 1. Soit I un ensemble non vide.
= {5eB‘P(AB) 23}.
n
neN*
def
=1In

Soient n,p € N* et (B81,...,0p) € (In)P deux & deux distincts.
Alors

p

1>P |i|ABi ZiP(Aﬁl)ZZ%
i=1 =1

i=1

donc p < n.
Ainsi, I, est fini et |I,]| < n i.e. I est au plus dénombrable.
2. A vérifier Soit w € X (). Par indépendance de X avec elle-méme,

P(X =w) =P({X =w}n{X =w}) =P(X =w)”.

On en déduit que P(X = w) € {0,1}.
De plus, Z P(X = w) = 1 et donc il existe un unique wy € X ()
weX ()


https://www.youtube.com/watch?v=Yw2qk42EZcM
https://www.youtube.com/watch?v=Yw2qk42EZcM
https://www.youtube.com/watch?v=2GqPQY-mBpk
https://www.youtube.com/watch?v=2GqPQY-mBpk
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faire un graphe de ¢

Source :

Source :

RMS 132 3 p.32.

[5] (Exercice 17. Chap. VI)

tel que X = wp presque strement i.e. X est presque stirement

constante.
<
15.5 Fonction indicatrice d’EULER
e )
DEFINITION 15.5.1 — Fonction indicatrice d’EULER. La

fonction indicatrice d’EULER est une fonction arithmétique de la
théorie des nombres, qui a tout entier naturel n non nul associe le
nombre d’entiers compris entre 1 et n et premiers avec n.
Autrement dit,

¢ : N* — N*

n — Card({m € N* | m < n et m premier avec n})

ProrPosiTION 15.5.1 — . La fonction indicatrice I’ EULER peut
s’écrire 0
@ n—n- H (1——)
p
PEPn

en notant &, I’ensemble des nombres premiers divisant n.

B DEMONSTRATION. (Wikipedia)
La valeur de 'indicatrice d’EULER s’obtient & partir de la décomposition

en facteurs premiers de n. On note n = Hpki. Alors, ¢(n) = O
PEPn

p

ExXERCICE 15.5.1 Montrer que pour tout n € N*, p(n) > \/TH
&

<
ExERCICE 15.5.2 On note ¢ la fonction indicatrice d’EULER.

Montrer que

Vn € N* n:Zp(d).
dln
“ Vy

Les points suivants ne peuvent étre compris qu’avec la correction.

— Q2) : Résultat a retenir (bien que rappeler dans le DS5) :

Vp e J C P, pdivise a < Hp divise a
peJ

— Q3) : un élément de Q est premier avec n si et seulement si il
n’est divisible par aucun des diviseurs premiers de n. D’ou

[P’({m€Q|m/\n:1}): !;I (17%>,

— Qg) : Calculer le cardinal de B; = {j~d, j€[1,k] | Nk = 1}.
— Q5) : Montrer que (Bg)g|, forme un SCE de Q2 et en déduire la

formule de I’énoncé. (2 = U By) a compléter
din


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e06.pdf

15.6 Exercice 4. Chap. VII :

ExERCICE 15.6.1 Lors d’une élection, 700 électeurs votent pour
A et 300 pour B. Quelle est la probabilité que, pendant le dépouille-
ment, A soit toujours strictement en téte ?






VARIABLES ALEATOIRES

16.1 Inégalités de concentration (et transformées
de LAPLACE)

— Inégalité de MARKOV
— Inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV
— Loi faible des grands nombres

" 4
16.2 Calcul de E (Z Xi)
i—1

ExercICE 16.2.1 On suppose que (X;);en* est une famille de

4
n
variables aléatoires iid. Calculer E (z Xz-)
i=1

» ELEMENTS DE SOLUTION. Ecrire la somme comme une somme
sur quatre indices, utiliser la linéarité de ’espérance i.e. E E[X; X, X, X]]

1<4,5,k,I<n
et distinguer les cas suivants :

— {¢,4,k,1}| = 4 (tous les indices sont deux & deux distints). Par
I'indépendance des v.a., E[X; X; X X;] = E[X;]*.

— {4, 4, k,1}| = 3 (deux des indices sont égaux) : E[X; X; X, X;| =
E[X?|E[Xx]E[X)].

— 4,4, k,1}] = 2 (trois des indices sont égaux) : B[X;X; X X;| =
E[X?|E[X,).

— {4, 4,k,1}| = 1 (tous les indices sont égaux) : E[X; X; X}, X;] =
E[X]].

<

16.3 Distance en variation totale

En mathématiques et plus particuliérement en théorie des probabilités
et en statistique, la distance en variation totale (ou distance de variation
totale ou encore distance de la variation totale) désigne une distance
statistique définie sur I’ensemble des mesures de probabilité d’un espace
probabilisable.
<
ExBRCICE 16.3.1 Soit & I’espace des suites réelles (pn)nen telles
—+o0
que la série Z |pr| converge, muni de la norme p = Z |pr|. Soit
n=0
& le sous-ensemble de & formé des suites réelles positives (pn)nen
telles que p = 1.

1. Montrer que & est borné et convexe.

Source

: [5] (Exercice 8. Chap. VII)


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/exos_e07.pdf
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DEFINITION 16.3.12 — Ensemble

convexe. Un ensemble %
conveze lorsque

Y(z,y) € X2 vt e [0,1]
te 4+ (1 —t)y € Z.

est dit

ef

2. Pour P,Q € £, on pose d(P, Q) « sup

an_24n~

neA neA

Montrer que d(P, Q) € [0,1].
3. Soit (p,q) € [0,1],P = (1 — p,p,0,...) et @ = (1 —
q,¢,0,...). Déterminer d(P, Q).

+oo
4. Soient n € N et A € Ry. Montrer I'inégalité E <
k=n+1
+1
et A"

n+1)!"
5. Soient X et X, deux variables aléatoires suivant une loi de

Poisson de paramétres respectifs A et p. Soit Py = (P(XA =
n))neN et Py = (P(X# = n))neN' Soit n € N*. Montrer
I'inégalité

d(Py, Py) < e ZP (X = k) — ZP

k€A
)\n+1 “n+1
T e
(mn+1)!  (n+1)
I
» ELEMENTS DE SOLUTION. 1. Les éléments de &2 sont des suites

positives...

2. Bien justifier I’existence de la borne supérieure.

3. Considérer une partie B de N et distinguer quatre cas ({0} C B
et {1} ¢ B; {0} ¢ Bet {1} C B;{0,1} C B; {0,1} ¢ B). Le
résultat est d(P,Q) = |p — q|.

4. Passer par la formule de TAYLOR avec reste intégral.

5. Soit B une partie de N. Ecrire B = (Bﬂ[[O,n]])U{k €B | k> n}
Sommer sur ces deux ensembles, séparer la valeur absolue et
majorer & l’aide de la question précédente. (a détailler)

16.4 Majoration de la variance d’une v.a.d.r.

EXERCICE 16.4.1 Ezxercice 5. Chap. VII
Soit X une variable aléatoire discréte réelle a valeurs dans [a, b].

2
Montrer que V(X) < % et discuter le cas d’égalité.

» SorLuTioN. Deux méthodes sont introduites.
Méthode 1 :

— Poser la fonction f: ¢t +— E [(X —1)2
— f atteint son minimum en E[X] et vaut V(X).
— Comparer V(X) a f (a“’)
— Voir Variance of a bounded random variable — stats.stackexchange.com
Meéthode 2 : (vue en cours)
— Justifier I'existence de ’espérance et de la variance
> 4"P(X = x) converge, avec v = max{|al, |b|} (ne pas oublier

les valeurs absolues car on ne connait pas les signes de a et de b).
— On remarque que V(X) =V (X _ GTH’)


https://stats.stackexchange.com/questions/45588/variance-of-a-bounded-random-variable

— Or comme a < X < b,

_ 2 N2
‘X_a+b‘<b aet (X_a-‘rb) <(b a)
2 2 2 2

— Donc par le théoréme de KoNigG-HUYGENS,

2 2
a+b a+b a+b
v(x-"2) =B (x- ~E[x-
2 2
—a\? >0

< ( b =t ) 2
(b _ a)g THEOREME 16.4.1 — Théoréme de Ko-
V(X) < ——— par croissance de ’espérance nic-Huvcens. Soit X une variable aléa-
4 toire admettant un moment d’ordre 2.

Alors,
Cas d’égalité V(X) = E [Xz] — BX]2.

D’aprés la majoration du premier terme et la minoration du deuxiéme
terme de la relation ci-dessus, il y a égalité si et seulement si

E|(x - atb 2} _ (b-a)?
(b—a) [( ) 4
V(X) = T T et
atb]2
B [x -2 0
a+b 2 (b—a\2 _
P(x-(25)" (42)°) =1
— et
Blx) = 45
P({X=blU{X=a}) =1
<~ { et
E[X] = of?
V(X) = (b;a) S P(X—a)=P(X =b) = %
<
16.5 Identité de WALD
ProrosIiTiON 16.5.1 — . Soient (Xn),en+ une suite de variables

aléatoires, mutuellement indépendantes, de méme loi & valeurs
dans N, et 7" une variable aléatoire a valeurs dans N indépendante
des précédentes. La famille (T, Xy, ),en+ est une famille de variables
aléatoires mutuellement indépendantes.

On note Gx la fonction génératrice commune a toutes les X, .

Pour n € N et w € Q, on pose Sp(w) = Z Xk (w) et Sp(w) =0,
k=1

puis, S(w) = S7(w)(W).

Alors on a Gg = Gr o Gx et E[S] = E[T|E[X].
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16.6 Allumettes de BANACH

e )
ExXERCICE 16.6.1 On a deux boites d’allumettes G et D chacune
contenant n allumettes. On choisit aléatoirement une boite et on
en retire une allumette, et on recommence jusqu’a ce que 'une des
deux boites soit vide.

Source : [2]

1. Déterminer la loi de la variable alétoire R du nombre d’allu-
mettes restant dans ’autre boite.

2. Dans cette question, on considére qu’on s’arréte lorsque pour
la premiére fois on choisit une boite et on constate qu’elle est
vide. Déterminer la loi de la variable aléatoire R’ du nombre
d’allumettes restant dans ’autre boite.

3. Calculer l'espérance de R, et déduire que E(R) ~4 oo 2\/§.

16.7 Urne de PoLya

<
ExERCICE 16.7.1 Soient a, b, c € N*. Une urne contient a boules
rouge et b boules noires. On tire une boule au hasard, on constate
sa couleur, et on la remet dans I'urne avec ¢ nouvelles boules de sa
couleur. Soit pour tout n € N*| R,, ’événement : « la n-iéme boule
tirée est rouge ».

1. Calculer P(R1) et P(R2).
2. Calculer P(Ry) pour tout n.

Source : [2]




Nom Paramétres X(Q) ‘ P V(X) Gx
Constante c {c} 1 c 0 t® (c € N) +oo
. 1 +b (b—at+1)”—1 @ — ¢t

Uniforme a<beN [a,b] " o2 15 G—agiii=g | T°
BERNOULLI p €]0,1] {0,1} p(k=1) p pg q+pt +oo
Binomiale | (n,p) € NxJ0,1[ | [0,n] | (})p"q"* | np npq (g + pt)™ +o00

oAbt x k—1 1 a pt 1

Géométrique p €]0,1] N pq i 5 = S .
Poisson AERY N e_)‘% A A eAt—=1) 400

Source : Variables aléatoires discrétes

Cours ([5])


https://acamanes.github.io/psi/psi_doc/chap_e07.pdf




EXERCICES PAR THEME

17.1 Endomorphismes nilpotents

1. 2.10 Inversion par sommation géométrique des endomorphismes
nilpotents on page 23

2.11 Matrices de taille 3 d’ordre de nilpotence égal & 2 on page 24
2.12 Famille libre engendrée par un endomorphisme nilpotent
on page 24

2.14 Sous-espace engendré par les matrices nilpotentes on page 27
2.15 Produit de matrices nilpotentes commutantes on page 28

@

Section 2.16 on page 30

2.18 Rang des puissances d’'un endomorphisme nilpotent on
page 31

8. 2.19 Rang d’un endomorphisme nilpotent on page 32

9. 4.13 Critére de nilpotence par la trace on page 63
10. Section 5.10 on page 85

BN

Résumé des propriétés des endomorphismes nilpotents :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*. Soit v € Z(E) un
endomorphisme nilpotent d’ordre de nilpotence p > 1.

[10]. Caractérisation de la nilpotence

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n et u € ZFE. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) w est nilpotent;
(i) xu = (—1)" X"
(iii) il existe p € N tel que m, = XP (p est alors l'indice de nilpotence
de u);
(iv) u est trigonalisable avec des zéros sur la diagonale;
(v) w est trigonalisable et sa seule valeur propre est 0;
(vi) O est la seule valeur propre de w.







MATHEMATICIENS

ABEL Niels Henrik (Finngy, 1802 - Froland, 1829)
BernouLLl Jakob (Bale, 1654 - Bale, 1705)
BERNSTEIN Serguel Natanovitch (Odessa, 1880 - Mos-
cou, 1968)

BERTRAND Joseph (Paris, 1822 - Paris, 1900)

BesseL Friedrich Wilhelm (Minden, 1784 - Kénigsberg,

1846)

BoreL Emile (Saint-Affrique, 1871 - Paris, 1956)
CanTELLI Francesco Paolo (Palerme, 1875 - Rome,
1966)

Cauvcny Augustin Louis (Paris, 1789 - Sceaux, 1857)
CavyLey Arthur (Richmond, 1821 - Cambridge, 1895)
CesAro Ernesto (Naples, 1859 - Torre Annunziata,
1906)
CnasLEs Michel (Epernon, 1793 - Paris, 1880)
“raMER Gabriel (Genéve, 1704 - Bagnols-sur-Céze,
1752)
DarBoux Gaston (Nimes, 1842 - Paris, 1917)
DiricHLET Johann Peter Gustav Lejeune (Diiren, 1805
- Gottingen, 1859)
DunaMEL Jean-Marie (Saint-Malo, 1797 - Paris, 1872)
BEuLERr Leonhard (Bale, 1707 - Saint-Pétersbourg, 1783)
Fourier Joseph (Auxerre, 1768 - Paris, 1830)
Fusint Guido (Venise, 1879 - New York, 1943)
Gauss Carl Friedrich (Brunswick, 1777 - Géttingen,
1855)
GERSCHGORIN Semion Aronovitch (Proujany, 19o1 -
Saint-Pétersbourg, 1933)
GraM Jgrgen Pedersen (Haderslev, 1850 - Copenhague,
1916)
sRONWALL Thomas Hakon (Dylta bruk, 1877 - New
York City, 1932)
HapamarD Jacques (Versailles, 1865 - Paris, 1963)
Hamizron William Rowan (Dublin, 1805 - Dublin,

1865)

HerMITE Charles (Dieuze, 1822 - Paris, 1901)
HiLserT David (Konigsberg, 1862 - Gottingen, 1943)
Huvcens Christian (La Haye, 1629 - La Haye, 1695)
HovLper Otto Ludwig (Stuttgart, 1859 - Leipzig, 1937)
Iwasama Kenkichi (Kiryu, 1917 - Tokyo, 1998)
Konic Johann Samuel (Biidingen, 1712 - Zuilenstein,
1757)

LacrANGE Joseph-Louis (Turin, 1736 - Paris, 1813)
LAacUERRE Edmond (Bar-le-Duc, 1834 - Bar-le-Duc,
1886)

LapLack Pierre-Simon de (Beaumont-en-Auge, 1749 -
Paris, 1827)

LeBescUE Henri-Léon (Beauvais, 1875 - Paris, 1941)
LecenDRE Adrien-Marie (Paris, 1752 - Paris, 1833)
Markov Andrei Andreievitch (Riazan, 1856 - Saint-
Pétersbourg, 1922)

Monce Gaspard (Beaune, 1746 - Paris, 1818)
PYTHAGORE ( , -, )

RaABE Joseph Ludwig (Brody, 1801 - Zurich, 1859)
RIEMANN Bernhard (Breselenz, 1826 - Selasca, 1866)
RoLLE Michel (Ambert, 1652 - Paris, 1719)

StirLING James (Garden, 1692 - Edimbourg, 1770)
StoNE Marshall Harvey (New York City, 1903 - Madras,
1989)

TcuesycHev Pafnouti Lvovitch (Borovsk, 1821 - Saint-
Pétersbourg, 1894)

VANDERMONDE Alexandre-Théophile (Paris, 1735 - Pa-
ris, 1796)

‘WaLp Abraham (Kolozsvar, 1go2 - Travancore, 1950)
WatLLis John (Ashford, 1616 - Oxford, 1703)
WeiersTRAsS Karl (Ostenfelde, 1815 - Berlin, 1897)
WirTINGER Wilhelm (Ybbs an der Donau, 1865 - Ybbs
an der Donau, 1945)
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